Panorama d’arithmétique flottante

Valérie Ménissier-Morain 11 juillet 2002

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 1/19

Généralités

– Une précision fixée, un ensemble fini de valeurs F, mais une représentation (flottants IEEE double précision : tout nombre de valeur absolue non nulle dans [10^{−308}, 10^{308}] raisonnablement approché par l’un des 2 10^{18} éléments de F) et (les flottants IEEE double précision permettent d’approcher raisonnablement toutes les constantes physiques de l’univers) – Simplicité et rapidité des opérations arithmétiques élémentaires – Des propriétés mathématiques sur R fausses sur F (associativité, distributivité, etc.)

(10^{−16} + 1) − 1 = 0 ≠ 10^{−16} = 10^{−16} + (1 − 1)

10^{−200} × (10^{200} × 10^{200}) = ∞ ≠ 10^{200} = (10^{−200} × 10^{200}) × 10^{200}

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 2/19

10^{15} × ((1 + 0.125 10^{−15}) − 1) =

0.125 mathématiquement 0.222... évalué tel quel 0.25 avec la distributivité En C (ISO C99), si x=NaN ou y=NaN, x !=y est vrai, x==y, x<y, x<=y,

x>y, x>=y sont faux.

(flottants IEEE double précision)

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 3/19

Un exemple d’arithmétique flottante La norme IEEE-754/854

Bref historique

– IEEE 754–1985 (base 2) / IEEE 854–1987 (bases variées) – philosophie HP, – mise au point pour les ordinateurs personnels, – extension stations de travail, etc.

– de facto le standard Unix en C avec la norme ISO C99.

Arithmétiques différentes : Cray, IBM, VMS, CAS, etc.

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 4/19

Représentation : un peu de vocabulaire

Notation scientifique : x = s x_0.x_1 . . . x_nb^{ex} , b ∈ N , b ≥ 2, s = ±, x_i ∈ N , e_x ∈ Z, 0 ≤ x_i < b m = x_0(_1) . . . x_n : mantisse, e_x : exposant, s : signe Arithmétique (virgule) flottante : exposant borné Représentation normalisée : x_0 ≠ 0 −→ x_0 inutile si b = 2 (convention du bit implicite, f = x_1 . . . x_n : fraction) Exposants biaisés : pour avoir un exposant signé pas de bit de signe, mais un biais ajouté systématiquement à l’exposant

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 5/19

Formats des flottants IEEE

– b = 2, nombres normalisés – convention du bit implicite pour la simple et la double précision – exposants biaisés avec −E_{max} < e_x ≤ E_{max} représenté par e_x + E_{max}.

Précision (type en C) octets bits bits E_{max} Intervalle total mantisse exposant biais normalisés Simple précision (float) 4 1+23 8 127 ≈ 10^{±38} Double précision (double) 8 1+52 11 1023 ≈ 10^{±308} Double étendue (long double) ≥ 10 ≥ 64 ≥ 15 ≥ 16383 ≥ 10^{±4932} Double étendue PC 10 1+64 15 16383 ≈ 10^{±4932}

Double précision étendue : spécifiée mais pas obligatoire donc pas systématiquement implémentée. Hiérarchie de types

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 6/19

Valeurs non numériques (exceptions) clôture de F : les opérations spécifiées sont totales donc si le résultat n’a pas de sens ou s’il y a dépassement de capacité, le résultat est une valeur non numérique (appelée exception). Discriminées par leur exposant :

Exposant Fraction Signification Détails E_{max} + 1 0 Inf,±∞ valeur infinie dépassement de capacité (overflow ) E_{max} + 1 ≠ 0 NaN Not a Number résultat sans signification ( √ −1) valeurs indéfinies (0 × ∞,∞/∞,∞ − ∞, 0/0) résultat de toute opération impliquant NaN −E_{max} ≠ 0 dénormalisé entre 0 et le plus petit nombre normalisé dépassement de capacité vers 0 (underflow ) permet des calculs plus fins au voisinage de 0 −E_{max} 0 ±0 +0 = −0 =la tête à Toto

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 7/19

Reproductibilité et � arrondi exact �

Différents types d’arrondi :

– Vers −∞ : ∇(x) le plus grand nombre machine ≤ x – Vers +∞ : Δ(x) le plus petit nombre machine ≥ x – Vers 0 : ∇(x) si x ≥ 0, Δ(x) si x < 0.

– Au plus près : N (x), le nombre machine le plus proche de x.

L’arrondi au plus près est l’arrondi par défaut en C (ISO C99).

Convention de l’� arrondi exact � : Si on note – ⋄ le mode d’arrondi actif, – ⋆ une opération binaire spécifiée dans la norme IEEE (+, −, ×, ÷), – x et y des nombres machine (c’est-à-dire exactement représentables dans le système utilisé), le résultat de x ⋆ y doit être ⋄(x ⋆ y), c’est-à-dire l’arrondi du résultat exact (idem pour √ et les conversions entre types).

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 8/19

Opérations spécifiées

+, −, ×, ÷, √ et les conversions entre types.

Les autres opérations élémentaires sont en général implémentées, mais sont non spécifiées dans la norme.

En particulier, elles ne sont pas tenues de respecter la convention de l’� arrondi exact � comme le montrent les exemples suivants :

Machine sin(22) Résultat exact -8.85130929040388e-3 TI 59 -8.851309285116e-3 TI 25 -8.8487e-3 HP 65 -8.851306326e-3 HP 34C -8.851309289e-3 HP 48SX -8.8513092904e-3 casio FX-702P -8.851309219e-3 PC : Borland Turbo Pascal 7.0 -8.8513093008e-3 PC : gcc 2.96 -8.851309e-03

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 9/19

Machine sin(10^{22}) Résultat exact -0.8522008497671888017727. . . VAX VMS (format g ou h) -0.852200849. . . Silicon Graphics Indy 0.87402806. . . HP 375, 425t (4.3 BSD) -0.65365288. . . SPARC -0.852200849. . . IBM RS/6000 AIX 3005 -0.852200849. . . IBM 3090/600S-VF AIX 370 0.0 PC : Borland Turbo C 2.0 4.67734e-240 PC : gcc 2.96 4.626130e-01 Sharp EL5806 -0.090748172 DECstation 3100 NaN Casio fx-8100,fx180p,fx6910G Error

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 10/19

La difficulté Le dilemme du constructeur de tables

Soit f une fonction élémentaire. On veut calculer y = f(x).

Mais si y est très près d’un nombre machine (pour l’arrondi vers 0, +∞ ou −∞) ou si y est très près du milieu de deux nombres machine consécutifs (pour l’arrondi au plus près), alors l’arrondi exact à n bits de y^′ n’est pas nécessairement y^{′′} l’arrondi exact à n bits de y. Le dilemme du fabricant de tables consiste à trouver pour chaque fonction et chaque domaine la plus petite valeur de m telle que l’arrondi exact de y^′ et celui de y coïncident toujours.

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 11/19

Avenir de la norme IEEE : extension

Beaucoup d’efforts récents :

– Travail sur le dilemme du fabricant de tables (Muller, ENS-Lyon), – Essai de bibliothèque double précision avec arrondi exact au plus près pour toutes les fonctions élémentaires : APMathLib (Accurate Portable Mathematical Library, Abraham Ziv, IBM Israël).

– Version limitée de GMP/MPFR – Arithmétique double-double, quad-double (méthode CENA).

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 12/19

Des petits défauts aux grandes conséquences

Les défauts classiques sur des exemples simples (flottants IEEE double précision)

– absorption (ajout de nombres d’ordre de grandeur très différents)

  1.00000000000 (1) 1.00000000000 (1)
+ 0.0000000000049 (0.49 10^{−11}) + 0.0000000000050 (0.50 10^{−11})
= 1.00000000000 (1 + 0.49 10^{−11}) = 1.00000000001 (1 + 0.50 10^{−11})

– cancellation (élimination catastrophique : soustraction de deux nombres très voisins)

  1.00000000001 (1 + 0.50 10^{−11})
- 1.00000000000 (1 + 0.49 10^{−11})
            1.00000008274e-11 (10^{−13})

L’erreur relative est exorbitante (même si la soustraction était exacte). Amplification d’erreurs existantes. Absorption+cancellation=DANGER Mais, grâce au bit de garde dans la soutraction (flottants IEEE), (1 + 0.50 10^{−11}) − (1.0 + .0.49 10^{−11}) = 0.999200722163 10^{−13}.

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 13/19

Des accumulations dévastatrices

Exemple : calcul de lim n→+∞ n∑ i=1 1 i avec des flottants IEEE simple précision

Méthode n = 10^7 n = 10^8 n = 10^9 Limite De 1 à n 1.540368e+01 1.540368e+01 1.540368e+01 1.540368e+01 De n à 1 1.668603e+01 1.880792e+01 1.880792e+01 1.880792e+01 Résultat exact 1.669531e+01 1.899789e+01 2.130048e+01 +∞

Le phénomène d’absorption fait converger la suite.

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 14/19

Exemple : calcul de la limite de la suite

a_0 = 2, a_1 = −4, a_{n+2} = 111 −^{1130−3000/an}_{an+1} .

précision n (Maple) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 8.828 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 20 6.274 72.23 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 30 6.274 6.036 100.1 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 40 6.274 6.036 6.006 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 50 6.274 6.036 6.006 6.001 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 60 6.274 6.036 6.006 6.001 5.764 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 70 6.274 6.036 6.006 6.001 6.000 23.39 100.0 100.0 100.0 100.0 80 6.274 6.036 6.006 6.001 6.000 6.000 96.88 100.0 100.0 100.0 90 6.274 6.036 6.006 6.001 6.000 6.000 6.000 100.0 100.0 100.0 100 6.274 6.036 6.006 6.001 6.000 6.000 6.000 6.000 100.0 100.0 110 6.274 6.036 6.006 6.001 6.000 6.000 6.000 6.000 6.005 100.0 120 6.274 6.036 6.006 6.001 6.000 6.000 6.000 6.000 6.000 2.896 130 6.274 6.036 6.006 6.001 6.000 6.000 6.000 6.000 6.000 6.000 1000 6.274 6.036 6.006 6.001 6.000 6.000 6.000 6.000 6.000 6.000

a_n =^{4×5n+1−3×6n+1} 4×5n−3×6n – points fixes de la récurrence : 5, 6 (très répulsifs) et 100 (très attractif). – (a_n)_{n∈N} converge mathématiquement vers 6, mais semble converger rapidement vers 100 sur n’importe quelle machine à précision fixée et au bout de peu d’étapes

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 15/19

Exemple : calcul par la méthode des rectangles médiane (flottants IEEE simple précision) de ∫_2 1 dx x Nombre de rectangles Résultat Précision 50 6.9313496e-01 1.2 10^{−5} 100 6.9314420e-01 3.0 10^{−6} 200 6.9314653e-01 6.5 10^{−7} 300 6.9314706e-01 1.2 10^{−7} 400 6.9314289e-01 4.3 10^{−6} 500 6.9314975e-01 2.6 10^{−6} 1000 6.9313794e-01 9.2 10^{−6} 2000 6.9316149e-01 1.4 10^{−5} Résultat exact 6.9314718e-01= ln(2)

Avec moins de 300 rectangles, l’inexactitude du calcul lui-même domine, les erreurs d’arrondi sont négligeables.

Au-delà de 300 rectangles, les erreurs d’arrondis sont prépondérantes.

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 16/19

Les comparaisons et les frontières

Exemple : résolution de l’équation du second degré 0.3x^2 + 2.1x + 3.675 = 0 – Δ = 0 mathématiquement → une racine réelle double – Δ < 0 en simple précision → deux racines complexes conjuguées – Δ < 0 en double précision → deux racines réelles distinctes Autre exemple : deux objets géométriques sont-ils tangents ? Échecs retentissants

– Ariane 5 : échec du deuxième lancement – Un Scud non intercepté par un missile Patriot pendant la guerre du Golfe : 28 morts.

Conséquences

– résultat entâché d’erreur, complètement faux, voire situation artificielle non prévue par les algorithmes – incohérence, situation irréaliste

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 17/19

N’importe quoi tout de suite . . . ou un résultat parfait trop tard

Compromis vitesse/précision recherché.

Exemple de la météo.

Pour essayer d’avoir un résultat plus précis

– Arithmétique stochastique : arrondi aléatoire, méthode CESTAC, 2 ou 3 passages suffisent – Arithmétique d’intervalles : type INTERVAL, ↕ [a, b] = [∇(a), Δb] – Multiprécision – Arithmétiques dynamiques, réelles en précision arbitraire, etc.

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 18/19

Packages existants

– Arithmétique stochastique discrète : CADNA (Control of Accurracy and Debugging for Numerical Applications, Jean Vignes, Jean-Marie Chesneaux, LIP6) pour Fortran 90 – Arithmétique adaptable : APMathLib, – Arithmétique d’intervalles : Brent, Langages-XSC, INTLIB, Intpak (pour Maple), Aquarels (INRIA, Fortran 77) – Multiprécision : GMP/MPF, GMP/MPFR (Multiple Precision Floating-Point Reliable Library, LORIA, extension de la norme IEEE) – Arithmétique d’intervalles + multiprécision : MPFI (Multiple Precision Floating-Point Interval Library ) (Nathalie Revol, ENS-Lyon & Fabrice Rouillier, LORIA/LIp6) – IRRAM, CREAL, etc.

Panorama d’arithmétique flottante – 11 juillet 2002 – 19/19