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Résumé du cours précédent

@ Machine de Turing : une machine de Turing est un modele de calculateur
qui a la méme puissance de calcul que les ordinateurs actuels et que les
autres définitions mathématiques de calculateurs. Une MT consiste en un
automate fini, un ruban infini composé de cellules et d’une téte de lecture
qui est au dessus d’une cellule. Un mouvement de la MT dépend de I’état
de I'automate et du symbole contenu dans la cellule sous la téte de lecture.
Lors d’'un mouvement, la MT change d’état, écrit dans la cellule sous la téte
de lecture et déplace la téte de lecture vers la gauche ou vers la droite
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Exemple de machines de Turing reconnaissant {0"1" : n > 1}

Idée :
@ On écrit le mot sur le ruban et alternativement on change les 0 en X et les 1
enY
@ On commence la lecture a gauche de 'entrée et on remplace un 0 par X et
on bouge a droite tant qu’on lit des 0 et des Y jusqu’a ce qu’on lise un 1
@ On changeunlen Y et on bouge a gauche sur des Y et des 0 jusqu’a ce
qu’on lise un X

@ A ce niveau, on regarde si on a un 0 immédiatement a droite. Si oui on le
change en X et on repete le procédé en changementenlen Y

A la fin, sila MT n’arrive pas a faire un mouvement alors on s’arréte et on
n’accepte pas le mot

Siala fin, on a changé alternativement tous les 0 en X et tous les 1 en Y alors
Pentrée était de la forme 01"
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Exemple de machines de Turing reconnaissant {0"1" : n > 1}

Soitla MT M = ({q0, 91> 92 93,94 }>{0,1},{0,1, X, Y, B}, 8, q0, B, {qa}) ou &
est donné par le diagramme de transition

Y Y=
0/ 0= Y'Y=
0/ 0=

0/ X—= Oll Y=
O e D)
@2?
O

Y Y=

L’expression sur le ruban est de la forme X*0*Y*1*
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Exemple de machines de Turing reconnaissant {0"1" : n > 1}

@ g est I’état initial et M revient en g a chaque fois qu’il revient sur le 0
restant le plus a gauche

@ si M esten qo et qu’il lit un 0 alors il passe a I’état q; et change 0 en X et se
déplace a droite

e une fois a I’état q;, M se déplace a droite tant qu’il lit des 0 et des Y.

o s’illitun X ouun B, il s’arréte

e s’illitun1en étant en ¢y, il change 1 en Y et passe a I’état g, et se déplace
vers la gauche

@ en ¢y, il se déplace vers la gauche tant qu’il lit des 0 et des Y

e quand M atteint le X le plus a droite, il retourne en g et se déplace vers la
droite
2 cas sont alors possibles :
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Exemple de machines de Turing reconnaissant {0"1" : n > 1}

@ Si M lit un 0 alors on recommence le cycle précédent

@ Si M litun Y alors c’est qu’il a changé tous les 0 en X. Si tous les 1 ont été
changés en Y alors 'entrée était de la forme 0”1" et M doit accepter. Par
conséquent, M entre dans |’état g3 et se déplace a droite tant qu’il lit des Y.
Sile premier symbole rencontré différent de Y est B alors M va aI’état g4 et
accepte. Par contre, si M rencontre un 1 alors c’est qu’il y a trop de 1 et M
s’arréte sans accepter. Si M rencontre un 0, M s’arréte aussi sans accepter.

S. Graillat (Sorbonne Université) ICC (cours n°8)



Exemple de machines de Turing reconnaissant {0"1" : n > 1}

Séquence avec comme entrée 0011

400011 - Xq;011 - X0q11 - Xq,0Y1 - g, X0Y1
Xqo0Y1r XXq Y1+ XXYqil - XX, YY - Xqo XYY +
XXqoYY ~ XXYqs3Y ~ XXYYq3B - XXYYBq,B

Séquence avec comme entrée 0010

700010 — Xg;010 - X04;10 - Xg,0Y0 - g, X0YO0 -
Xqo0Y0 - XXq;Y0 - XXYq:0 - XXY0qB
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Exemple de machines de Turing avec « sortie »

Soit la MT calcule m 6 n = max(m — n,0)

0™°" sur le ruban

@ on met 010" sur le ruban et a la fin on veut
@ M cherche le 0 le plus a gauche et le remplace par un B
@ M cherche alors a droite pour trouver un 1

@ apres avoir trouvé un 1, il cherche a droite pour trouver un 0 et le remplace
parunl

@ M retourne a gauche en cherchant un 0 (il le fait en trouvant un B et en
allant un cran a droite).

@ on répete le procédé jusqu’a ce que
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Exemple de machines de Turing avec « sortie »

@ on répete le procédé jusqu’a ce que
o en cherchant un 0, M trouve un B. Alors les n 0 dans 0™10" ont été changés
enletn+1des m 0 ont été changés en B. M remplace alors les n +11 par un
0 et n B laissant m — n 0 sur le ruban.
e en commengant le cycle, M ne peut trouver un 0 a changer en B du fait que
les m 0 ont déja été changés en B. Alors n > m et m © n = 0. M remplace
tous les 1 et O restant en B
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Exemple de machines de Turing avec « sortie »

Soit la MT calcule m © n = max(m — n,0) La table de transition est donnée par

| 0 | 1 | B |

—qo | (a1,B,R) | (¢5,B,R)

@ | (¢1.0,R) | (q2,1,R)

a2 | (q1,1,L) | (42,1, R) | (g4,B,L)

a3 | (43,0,L) | (g3,1,L) | (g0, B, R)

qa | (4a,0,L) | (qa,B,L) | (g6,0,R)

¢s | (¢5,B,R) | (¢5,B,R) | (g6, B, R)
* g6

Le diagramme de transition est donnée par

1/ B= B/ B=
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Langage reconnu par une machine de Turing

Ecriture du mot donné en entrée sur le ruban et M = (Q, 2, T, 8, qo, B, F)

Définition 1
Le langage accepté par la MT M noté L(M) est défini par

L(M)={weZX":qowt+" apBavecp € F}

Définition 2

L’ensemble des langages acceptés par une machine de Turing est appelé ensemble
des langages récursivement énumérables.

Autre mode d’acceptation : arrét de la machine si §(g, X) n’est pas défini.

On peut toujours supposer qu’une machine de Turing s’arréte si elle rentre dans
un état acceptant.
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Langage reconnu par une machine de Turing (suite)

Mais une machine de Turing peut ne pas s’arréter méme si elle n’accepte pas
son entrée.

Définition 3

Un langage est récursif s’il est reconnu par une machine de Turing qui s’arréte
toujours que le mot soit accepté ou non.

Cela correspond a la notion d’algorithme
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Techniques de programmation sur les machines de Turing

@ Mémorisation de données dans le contrdleur ~ le contrdleur est doté
d’une capacité de mémorisation finie.

@ Ruban a plusieurs pistes. L’alphabet I' est alors constitué de n-uplets.

@ Sous-routines : une tache est associée 3 un sous-ensemble d’états

Ceci ne change en rien la puissance de calcul des MT
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Extensions de la machine de Turing simple - MT

Multi-ruban

@ L’entrée est copiée sur le premiére ruban.

Toutes les autres cellules contiennent le symbole blanc.

o La machine est a I’état initial.

@ Le controleur est situé a gauche du premier symbole de I’entrée
Un changement d’état :

@ Les déplacements du controleur sur chacun des rubans sont indépendants
les uns des autres.

@ Sur chaque ruban, les changements de symboles sont indépendants les uns
des autres.

Théoréme 1

Tout langage accepté par une MT multi-ruban est récursivement énumérable.
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Nombre de pas, de transitions, effectuées par une MT M lorsque U'entrée est w.

Si M ne s’arréte pas, ce nombre est infini.

Définition 4

Complexité en temps : T(n) = le maximum des pas effectués par M pour tous les
mots de longueur n.

Le temps pris par une MT a un ruban pour simuler #n changements dans une
MT 4 k rubans est O(n?) (pour k fixé).
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Extensions de la machine de Turing simple - MT

non-déterministe

Dans le cas non-déterministe, §(g, X) est un ensemble fini de triplets :

{(q, Y1, D1), ..., (qk> Yk, D)}

Théoréme 2

Soit My une MT non-déterministe. Alors il existe une MT déterministe Mp telle
que L(My) = L(Mp).
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Restrictions sur les MT — MT a ruban semi-infinie

Tout langage accepté par une Machine de Turing M, est aussi accepté par une
machine de Turing M; soumise aux restrictions suivantes :

@ Le controleur de M; est toujours situé a gauche de sa position initiale.

@ M, n’écrit jamais le symbole blanc

Pour la preuve considérer plusieurs pistes du ruban, la seconde piste décrivant
ce qui se passe a gauche de la position initiale du contréleur dans M,.
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Restrictions sur les MT — Machines multi-piles

Exemple de langage non hors-contexte reconnu par une MT
Que se passe-t-il si on dote un AP de plusieurs piles?

Une machine a k piles est un AP avec k piles.
Un changement de configuration est induit par :
o L’étatde’AP
@ Le symbole d’entrée lu

@ Le haut de chaque pile.
0(g,a, X1, X2 ., Xi) = (P> Y1 Y25 - 5 Vi)

Acceptation par état final.
Marqueur de fin $ pour I’entrée.

Théoréme 3

Si un langage L est accepté par une MT alors il est accepté par un AP a deux piles.
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Restrictions sur les MT — Machines a compteurs

Méme structure qu’une machine multi-pile mais chaque pile est remplacée par
un compteur. Les changements dépendent de I’état courant et de la nullité ou
non des compteurs. Ils induisent un changement d’état et I’ajout ou la
soustraction de 1 a chacun des compteurs (mais le résultat des soustractions ne
peut pas étre négatif).

Evidemment, tout langage accepté par une machine a compteur est
récursivement énumérable.

Si on n’a qu’un seul compteur, le langage accepté est récursivement énumeérable.

Théoréme 4

Tout langage récursivement énumérable est accepté par une machine a trois
compteurs.

| \

Théoréme 5

Tout langage récursivement énumérable est accepté par une machine a deux
compteurs.

A\
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Partie IV :
Décidabilité — Indécidabilité




Indécidabilité

But : Prouver que le langage récursivement énumérable L, constitué de (M, w)
ou

@ M est une MT encodée en binaire

@ w est un mot de {0,1}*

@ M accepte w.

est indécidable

Si ce probleme est indécidable sur des entrées binaires alors il le sera stirement
avec un alphabet quelconque

Premiére étape : coder une machine de Turing comme un mot constitué de 0 et
1 et exhiber un langage qui n’est pas récursivement énumérable
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Codage d’une machine de Turing

Enumération des mots binaires : w ~ 1w et Iw est vu comme le codage binaire
d’un entier

e~1~1

0~10 ~ 2

01 ~ 101 ~ 5

On peut donc parler du i-iéme mot de {0,1}*!

Codage d’une machine de Turing: M = (Q, {0,1},T, 8,41, B, F)

@ on suppose que les états sont qi, 42, . . . , ¢, avec q; 'état initial et g,
I'unique état final

@ on suppose que les symboles du ruban sont Xj, X5, ..., X avec X; = 0,
X2 =let X3 =B
e L= D1 etR = D2

S. Graillat (Sorbonne Université) ICC (cours n°8)



Codage d’une machine de Turing (suite)

Code des transitions : §(g;, X;) = (qx> X¢, D) est codé par 0'10/10¥10'10™

Code pour une MT : on concaténe les codes C; pour les transitions en les
séparant avec 11 C11C,11---11C,,_111C,

Exemple : M = ({q1,92,93},{0,1},{0,1, B}, 8, q1, B, {2} ) avec
d(q1,1) = (93,0, R, 6(g3,0) = (91,1, R), 6(g3,1) = (2,0, R),
8(q3,B) = (q1, 1, L)

Code pour les transitions : 0100100010100
0001010100100

00010010010100

0001000100010010

Code pour M :
01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010
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Codage d’une machine de Turing (suite)

Etant donnée une machine de Turing M de code w;, on peut lui associer I’entier
i~ M;=i-iétme MT

Beaucoup d’entiers ne correspondent a une MT (par exemple 11001)
Sile code w; de M; n’est pas valide alors on prend pour M; la MT avec un seul
état et pas de transition qui s’arréte immédiatement sur n’importe quelle entrée.

Par conséquent L(M;) = @.

Une paire (M, w) constituée d’'une MT et d’'un mot est encodé par : code de
Mllw
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