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Résumé du cours précédent

Grammaire hors-contexte : une fagon de décrire un langage par des regles
récursives. Une grammaire consiste en des variables, des symboles
terminaux, un symbole de départ et des regles de production

Dérivations et langages : le langage associé a une grammaire est I’ensemble
des mots constitués de terminaux que ’on peut dériver a partir du symbole
de départ

Dérivations droites et gauches : on remplace a chaque fois la variable la
plus a gauche (a droite)

Arbres de dérivation : un arbre de dérivation est un arbre qui capture les
informations essentielles d’une dérivation.

Ambiguité : une grammaire est dite ambigué si on peut trouver un mot de
terminaux ayant deux arbres de dérivation distincts ou bien de maniére
équivalente deux dérivations gauche (ou droite) distinctes
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Automates a piles

Automates associés aux langages hors-contexte.
o Extension des AFN a e-transitions auxquels on ajoute une pile.
@ Reconnaissance des langages par états acceptants
@ Reconnaissance des langages par pile vide
o Equivalences et langages hors-contexte

@ Automates a pile déterministes
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Définition d’un automate a pile

Automate fini non-déterministe qu’on dote d’une pile (structure de données
classique).

Fonctionnement global :

e Consommation du symbole d’entrée a chaque transition.

@ Aucun changement ou modification de I’état

@ Modification de la pile ou pas (effacement du symbole au-dessus, ou
modification de ce symbole, ou ajout d’un symbole).

, Automate X
Entrée __| fini 5 Accepte/ rejette

Pile
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Exemple : L, = {ww® | w € {0,1}*}
Une grammaire pour Ly, est: P - 0P0, P - 1P, P — ¢

Un AP pour L, a 3 états et opére comme suit :
© On suppose qu’on lit w. On reste a I’état 0 et on empile les symboles
@ On suppose qu’on est au milieu de ww®. On passe a I’état 1

@ On suppose qu’on lit maintenant w®. On compare alors avec le haut de la
pile. Si les symboles sont identiques, on dépile, sinon on ne fait rien

@ Sila pile est vide, on va a ’état 2 et on accepte
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Exemple (suite)

—

0, Zo/OZ()

1, ZO /1Z0

0,0/00

0,1/01

1,0/10 0,0/e
1,1/11 1L1/e

qo q q2
&, Z()/Z() &, ZO/ZO O

€,0/0
& 1/1
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Définition formelle

Un automate a pile (AP) est un septuplet P = (Q, 2, T, 8, q0, Zo, F) ou
@ Q un ensemble fini d’états
e X un ensemble fini de symboles d’entrées

o T un alphabet de pile (symboles pouvant étre stocké dans la pile)

@ §:QxZu{e} xI' - P(Q xT") lafonction de transition (3 arguments)
d(g,a,X) ou
e g estun état
e a un symbole de X
e X un symbole de pile (dans I')

La sortie est un ensemble fini de pairs (p,y) ou p € Q et y une chaine de
symboles qui remplace X au haut de la pile.

@ qo I'état de départ
@ Zj le symbole de départ

@ F I’ensemble des états acceptants (ou états finaux)
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Notation graphique

Notation similaire a celle des AFD.
@ Les nceuds correspondent aux états.

@ Une fleche indique ’état de départ et les états finaux sont entourés de deux
cercles.

@ Les fleches correspondent aux transitions. Un label a, X/« de Iétat g vers
Iétat p signifie que (p, a) est dans 8(qg, a, X).

0, Zo/0Z,

1, Z()/IZO

0,0/00

0,1/01

1,0/10 0,0/e
L1 L1/e

O ez ®
&, 2o/ Zo US:ZO/ZO

£,0/0
& 1/1
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0, Z0/0Zo

1, Zo/1Zy

0,0/00

0,1/01

1,0/10 0,0/e
1,1/11 L1/e

(e Vr®
&, Zo/ Zo N

£0/0
& 1/1

Cet AP est le septuplet P = ({qo, g1, 92}, {0,1},{0,1, Zy}, 8, q0, Zo, {q2} ) avec
& donné par la table suivante

| 0,2 | 1,2y | 0,0 | 01 | L,0 | L1 | &% | &0 | &1
—> qo q(),OZ() qo,lZo qo,OO qo,ol qo,lo qo,ll qI:ZO q1,0 ql,l
q q, € qan€ | q1. 2o
* o
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Descriptions instantanées (configurations)

Configuration d’un AP par un triplet (g, w, y) ou
@ gestl’état de’AP
@ w ce qui reste a lire de I'entrée
@ y estle contenu de la pile.

Si (g, a, X) contient (p, ) alors pour tout w € * et S € T'*

(g, aw, XB) = (p,w, aff)

Transitions étendues : —*
e Base:I+" I pour toute configuration I
o Induction : I +* J s’il existe une configuration K telle que I - Ket K +* ]

Autrement I +* J ssi il existe des configurations Kj, K, . .., K, telles que I = Kj,
J=K,etK;+~ K;;ypourtouti=12,...,n-1
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Transitions étendues pour I’AP avec 1111 en entrée

0, Zo/OZ()

1, Zo/1Z,

0,0/00

0,1/01

1,0/10 0,0/e
1,1/11 1,1/e

—{ 40 q q2
&, ZO/ZO &, ZO/ZO @

€,0/0
& 1/1
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Exemple (suite)

Transitions étendues pour I’ AP avec 1111 en entrée

0, Z/0Zy

I,Z()/IZO

0,0/00

0,1/01

1,0/10 0,0/e

1L,1/11 11/e

B A
a0 EAYVA) \qu&Zo/ZO @

£,0/0
& 1/1

(. 1111, Z)

b

(. 1111Z4) (g, 11L2Z4) == (G, 1111,Z))

b

(g, 14,117 ) (q1,111,1zo)»(q1,11,zo)

b

(¢, L111Z4)  (q.101Z;)  (%.1L2Z,)

™ T

(g, e, 11117 ) (q1,1,11120) (q1,1,1zo)

i | i

(ql,E,llllZO) (qj_,E,llZO) (ql,E,ZO)

(G.Z,E,ZO)
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Quelques remarques

Propriéte 1

On a les propriétés suivantes :

Q Si une suite de configuration est valide alors la suite obtenue en ajouter une
chaine a la fin du composant 2 est encore valide

@ Si une suite de configuration est valide alors la suite obtenue en ajouter une
chaine a la fin du composant 3 est encore valide

© Si une suite de configuration est valide et si la fin de 'entrée n’est pas
consommée alors en la retirant, la suite de configuration est encore valide
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Quelques résultats

Proposition 1

SiP=(Q,%,T,6,q0,Zo, F) estun AP et (q,x,a) +* (p, y, ) alors pour toute
chainew e X* ety el* ona

(g, xw,ay) =" (p, yw, By)

Remarque 1:si y = ¢ on obtient la propriété 1 et si w = ¢, on obtient la propriété
2

Remarque 2 : la réciproque est fausse

Pour la propriété 3, on a

Proposition 2
SiP=(Q,%,T,6,q0, 2, F) estun AP et (q,xw, ) +* (p, yw, ) alors on a

(4, ) =" (p, y, B)
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Langages d'un automate a pile par état final

Définition 1
Soit P = (Q,X,T, 6, qo, Zo, F) un AP. Alors le langage accepté par état final est
L(P)={w:(q0-w,Zo) +" (g, & ),q € F}

Exemple : ' AP suivant reconnait le langage L, = {ww® | w € {0,1}*} par état
final

0, Z()/OZ()

1, Zo/lZO

0,0/00

0,1/01

1,0/10 0,0/e
1,1/ 1,1/e

O e ®
&, Zo/Zo US:ZO/ZO

£,0/0
& 1/1
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Langages d’un automate a pile par état final (suite)

Prouver que L(P) = Ly,

cc_

57 $0it X € Ly, alors x = ww?® et la suite de transition est valide

(QO,WWR,ZO) H ((JO,WR,WRZO) = (QhWR,WRZo) F (QhS,Zo) = ((J2,8, Zo)

o

c”’ on observe que la seule facon attendre I’état g, est d’étre a ’état gq; avec Z,
sur la pile
— il suffit donc de montrer que si (qo, x, Zo) +* (g1, & Zo) alors x = ww® pour
une chaine w. Montrons par induction sur |x| que

(o> %, &) -* (qu, & &) = x = ww®

Base : si x = ¢ alors x est un palindrome

Induction : Supposons x = ajay--a, avec n > 0. A partir de (qo,x, @), ilya2
possibilités

Cas1:(qo,x,a) + (q1,x, ).

Mais (g1, x, a) -* (g1, & ) implique que || < |a| et donc B + «
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Langages d’un automate a pile par état final (suite)

Cas 2: (qo, maz-au, @) + (qo, az--an, a1x).
On doit donc avoir

(90> maz-+-an, a) F (qo, dz-+-an, ma) F -+ (qu, ap, ma) - (qu, & )

Par conséquent, a; = a, et

(90> az-+-an, ma) =* (qu, an, a1a)
Donc
(90> az-an-1, ;) +* (qu, & 1)

Par hypotheése de récurrence ay---a,_; = y yR etdoncx =ayy yRa,, est un
palindrome
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Langages d'un automate a pile par pile vide

Soit P = (Q,Z,T, 6, qo, Zo, F) un AP. Alors le langage accepté par pile vide est

N(P) ={w:(qo,w,Zo) +" (q,&,¢),9€ Q}

0, Zo/0Z, 0, Zo/0Zo

I,Z()/IZO 1, Zo/lZ[)

0,0/00 0,0/00

0,1/01 0,1/01

1,0/10 0,0/e 1,0/10 0,0/e

Ly1 L1/e 1L,1/11 L1/e

B AL B A
a0 &, Zo/ Zo \qu&zo/zo @ ” &, 2o/ Zo \qu & Zofe @
&0/0 £0/0
& 1/1 & 1/1
N(P)ZQ N(P):war
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Pile vide — FEtat final

Théoréme 1

SiL=N(Py)ou Py =(Q,2,T,dN, q0, Zo) est un AP alors il existe un AP P tel
que L = L(Pg).

Construction de P :

Pr=(Qu{po,pr},Z, T u{Xo}, F, po> Xo, {ps})
ou Or est ainsi définie :
® 0r(pos & Xo) = {(g0> ZoXo0)}

@ Pourtoutge Q,acXetYel,dn(q,a,Y)cdp(q,a,Y)
® 0r(q,&, Xo) contient (py, ) & X /e
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Pile vide — Etat final : exemple

Convertissons AP Py = ({q},{i,e},{Z},0n,9,2)

e,Z]e
i,2/22

L’APD Pr accepte le méme langage mais par état final

e,Z]¢
i,2]2Z

£,X0/ZX0 8,X0/€
R0--0="0
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Etat final — Pile vide

Théoréme 2

Si L = L(Pg) pour un AP Pr = (Q, X, T, 8F, 90, Zo, F), il existe un AP Py tel que
L=N(Py).

Construction de Py :

Py = (QU {po, p}, 2, T u{Xo}, OF, po, X0, {})
ou Oy est ainsi définie :
® In(po, e Xo) = {(q0, ZoXo) }-
@ Pourtoutge Q,acXetY el,dn(g,a,Y) contient 8r(q,a,Y).
@ Pourtoutgdans F, Y e Tu{Xy}, dn(q,¢& Y) contient (p, €).
@ Pourtout Y eTU{Xo},dn(p,&,Y) ={(p,€)}.
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Equivalence entre automates a piles et langages hors-contexte

Equivalence des trois classes de langage :
@ Les langages hors-contexte

@ Les langages acceptés par état final

@ Les langages acceptés par pile vide

O N

@ AP pile vide AP état final
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Des grammaires aux AP

Idée : construire un AP qui simule = .
Une forme syntaxique gauche s’écrit sous la forme x A« ol A est la variable la
plus a gauche.

Si A - falors xAa =, xfa. D’un point de vue de I’AP, cela va correspondre a
avoir lu x et a avoir A dans la pile : en lisant &, I’AP va dépiler A et empiler f3.

Plus formellement, si w = x y alors (g, y, Aa) + (g, y, fa)

Dans la configuration (g, y, fa), I’ AP se comporte comme précédemment sauf
s’il y a des terminaux dans les préfixes de . Dans ce cas, on les dépile s’ils
correspondent au symboles lus en entrée.
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Des grammaires aux AP (suite)

Soit G = (V, T, Q, S) une grammaire hors-contexte. Soit
P=({q},T,VUT,$,q,S) un AP avec § définie par
@ Pour toute variable A

0(g,e,A) ={(q,B) | A — B est une production de G }

@ Pour tout symbole terminal a, 8(q, a,a) = {(q,€)}
Alors, P reconnait L(G) par pile vide.

Exemple : soit la grammaire

I - a|blla|Ib|I0|N1
E - I|ExE|E+E]|(E)
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Des grammaires aux AP (suite)

Exemple : soit la grammaire

I - al|blla|Ib|I0| 11
E - I|ExE|E+E|(E)

Les terminaux de ’AP sont {a, b,0,1,(,),+, *} et
Q@ 4(q,61)={(g,a),(q,b),(q,1a),(q,1b),(q,10),(q,11)}
Q@ 0(q.6E)={(q.1),(q: E+E),(q.E + E),(q, (E))}
@ 0(q.a,a)={(q,€)};8(q,b,b) ={(q,€)};(4,0,0) = {(q, ) };

3(¢,1,1) ={(q:€)}:8(a, (. ) = {(q.€)}58(q),)) = {(9,€)};
3(q++) = {(q,€)}58(g, . %) = {(q,€) }
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Des AP aux grammaires

Soit P = (Q, %, T, 6, q0, Zo) un AP. Il existe une grammaire G telle que
L(G) = N(P).
G=(V,%,R,S)
ou I’ensemble V' de variables est consitué de :
@ Le symbole spécial S de départ.

@ Tous les symboles de la forme [pXg] ol p et g sont des états de Q et X est
un symbole de la pile.

Les productions de G sont ainsi définies :
@ Pour tous les états p de P, G est doté de la production S - [qoZop]

@ Sid(g,a, X) contient la paire (r, Y;---Yy) (il est possible que k = 0). Alors
pour toute liste d’états rq, . . ., 7y, G contient la production

[qXri] = a[rin][nYara]--[re-1 Yerk]
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Des AP aux grammaires (suite)

Intuition : la variable [ pXq] représente I’ensemble des mots qui permettent de
passer de I’état p a q en ayant pour effet de dépiler X

De maniére plus rigoureuse, on peut montrer que

[pXq] =" wsietseulementsi (p,w,X) " (q,¢,¢€)

e larégle S — [qoZop] dit que les mots de S sont ceux qui permettent de
passer de g a un état p en dépilant Z (il s’agit donc des mots reconnus
par pile vide par ’automate)

@ si(r, YY) € 6(q, a, X) alors la reégle
[qXr] = a[rVin][nYara ][ 1o Yierk]

dit que les mots permettant de passer de g a i en dépilant X sont les
concaténations de a, de ceux permettant de passer de r a r; en dépilant Y;,
de ceux permettant de passer de r; a r, en dépilant Y, etc.
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Des AP aux grammaires (suite)

Convertissons 'AP Py = ({q},{i,e},{Z}, 0N, 9, 2)

e,Z|e
227

avec On(q,1,2) ={(q,ZZ)} et 6n(q,i,Z) = {(q, €) } en une grammaire
G=(V,{i,e},R,S)
avec V ={[qZq],S} et

R={S ~[qZq],[9Z4q] — i[9Zq][9Zq].[9Zq] — e}
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Automates a pile déterministes

Un AP P =(Q,2,T,9,qo, Zo, F) est déterministe si

Q@ J(g,a, X) contient au plus un seul couple pour tout g € Q,a € ZuU {¢} et
Xel.

@ Sid(g,a, X) est non vide, alors 8(g, €, X) est vide.

Exemple : définissons Lyyc,pr = {wew® : w € {0,1}*}

O,Zo/OZO

1, Zo/1Z0

0,0/00

0,1/01

1,0/10 0,0/e

1,1/11 ;(3/;

lZo ¢, ZolZo \qy&Zo/Zo @

¢,0/0
¢, 1/1
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Langages réguliers et APD

Si L est un langage régulier alors il existe un APD P tel que L = L(P)

Preuve : Puisque que A est régulier, il existe un AFD A = (Q, X, 84, qo, F) tel
que L = L(A). On définit alors ’APD

P= (QZ, {ZO}a 8P) qo» ZO’ F)

avec 0p(q,a,Zy) ={0a(q,a),Zy} pourtout g e QetacX.

On montre alors par induction sur |w| que

(qo» W, Zo) F* (P, &, Zo) < 6a(qo,w) = p
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APD et pile vide

Définition 3
On dit que L c £* est préfixe ssi

(x,y)eL*et Iw e X" tel que x = yw = x = y(w = ¢)

Autrement dit, un langage L est préfixe s’il n’existe pas deux mots distincts de L
tel que I'un soit préfixe de I'autre
Exemples :

@ Lycyr est préfixe

e {0}* n’est pas préfixe

Théoréme 5

Un langage L = N(P) pour un APD P si et seulement si L est préfixe et L = L(P")
avec P' un APD.
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Classification

Ona

langages réguliers c L(APD) c L(AP) = langages hors-contexte )

Il s’agit d’inclusions strictes. En effet
® Lycwr € L(APD) mais n’est pas régulier
@ L, est hors-contexte mais ¢ L(APD)
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APD et langages hors-contexte (ambiguité)

Théoréme 6 J

Si L = N(P) ot P est un APD, alors L a une grammaire non ambigué.

Si L = L(P) ou P est un APD, alors L a une grammaire non ambigué.

S. Graillat (Sorbonne Université) ICC (cours n°5)



