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Introduction

Comment valider le résultat d’un algorithme numérique de résolution d’un probléme
mathématique? Comment apprécier la difficulté de résoudre un probléeme? Comment
mesurer la qualité d’un algorithme de résolution d’un probléme donné? Telles sont les
questions auxquelles nous nous intéressons dans cette thése.

1 Motivations

Calculer la solution de la modélisation mathématique d’un probléme donné nécessite

d’étudier les effets de quatre types d’erreurs.

— Les erreurs de modeéle mesurent la différence entre le probléme physique et la for-
mulation mathématique. Grace a ’augmentation importante de la puissance des
calculateurs, on essaie aujourd’hui de prendre des modéles de plus en plus proches
de la réalité physique et donc de plus en plus complexes. Cela permet de diminuer
ces erreurs de modele.

— Les erreurs de troncature sont introduites par le schéma numérique. Beaucoup de
méthodes numériques (comme par exemple la méthode des trapézes pour le cal-
cul d’intégrales, la méthode d’Euler pour les équations différentielles ou bien la
méthode de Newton pour les équations non-linéaires) correspondent & ne sommer
quun nombre fini de termes d’une série numérique. Les termes omis constituent
I'erreur de troncature. L’analyse des erreurs de troncature est la tache principale
de I'analyse numérique.

— Les erreurs de donnée apparaissent lorsque 1’on résout un probléme pratique. Elles
proviennent alors souvent d’erreurs de mesure ou d’estimations (qui peuvent étre im-
portantes en ingénierie et en économie, par exemple de l'ordre de quelques chiffres).
Elles peuvent aussi provenir d’erreurs dues au stockage de ces valeurs dans un or-
dinateur. Enfin, elles peuvent aussi provenir d’erreurs dans les calculs précédents si
les données sont elles-mémes les solutions d’un autre probléme.

— Les erreurs d’arrondi sont une conséquence du travail en précision finie. On ap-
proche ’ensemble des nombres réels par un ensemble fini, par exemple ’ensemble
des nombres flottants. Prendre en compte les différences entre 'arithmétique réelle
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et I'arithmétique en précision finie est une préoccupation importante de la recherche
en arithmétique des ordinateurs.

Ces différentes erreurs conditionnent la précision de la solution calculée. Nous ne trai-
terons pas ici des erreurs de modéle. Celles-ci tiennent plus du domaine du probléme
considéré et dépendent fortement de ce probléme. Nous n’étudierons pas non plus les
erreurs de troncature qui relévent plutot de 'analyse numérique. Dans cette thése, nous
nous intéressons donc plus particuliérement aux effets des erreurs de données et d’arronds.

Les outils classiques de I'analyse d’erreur en précision finie sont le conditionnement,
I’erreur inverse et I erreur directe. Le conditionnement mesure la difficulté de résoudre un
probléme et ce indépendamment de la méthode utilisée pour résoudre ce méme probléme.
L’erreur inverse mesure la distance entre le probléme que l'on a effectivement résolu
(étant entendu qu’avec les erreurs d’arrondi nous n’avons pas obtenu le résultat exact) et
le probléme initial. L’erreur directe mesure elle I’écart entre la solution exacte de notre
probléme et la solution effectivement calculée. Pour les cas ot 'erreur directe est difficile
a calculer voire & évaluer, on étudie le conditionnement et I’erreur inverse. Cela est motivé
par 'estimation empirique de 'erreur directe suivante,

erreur directe < conditionnement X erreur inverse,

autrement appelée la « rule of thumb ».

Nous utilisons aussi la notion de pseudosolutions : dans cette thése, il s’agit des pseu-
dozéros et du pseudospectre. Etant donné un probléme, on recherche les solutions des
problémes voisins, c¢’est-a-dire, des problémes perturbés. Contrairement au conditionne-
ment ou les perturbations sont infinitésimales, les pseudosolutions sont les solutions du
probléme perturbé de maniére finie. Les pseudosolutions sont donc un outil mieux adapté
pour traiter des perturbations plus importantes que celles accessibles par le condition-
nement. Cela permet de prendre en compte des incertitudes sur les données qui peuvent
étre largement plus grandes que celles dues a la précision finie.

On transforme en général des problémes complexes en des problémes plus simples que
I’on sait résoudre. Ces problémes sont, plus particuliérement :

— évaluer un polynome ;

— calculer les racines d’un polynéme;

— calculer les valeurs propres d’une matrice ;

— résoudre un systéme d’équations linéaires.

Nous nous intéressons, dans cette thése, a la difficulté de résoudre ces problémes ainsi
qu’a la qualité des logiciels scientifiques utilisés pour les résoudre.

Les deux premiers sont des problémes d’algebre polynomiale numérique, sujet auquel
Stetter a consacré le livre « Numerical Polynomial Algebra » [136]. Les polynomes jouent
un role de plus en plus important dans le calcul scientifique modélisant des phénomeénes
physiques en ingénierie et en sciences naturelles, en particulier en biologie et en médecine.
Dans ces domaines, les polynomes fournissent un cadre naturel pour la modélisation de
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phénomeénes du monde réel qui ne peuvent étre décrits par un modéle linéaire de fagon
adéquate.

Le récent « Computer Algebra Handbook » [68] contient presque 100 pages donnant
un état de l'art sur les applications du calcul formel. La plupart de ces applications
emploie des polyndémes ou des systémes polynomiaux, souvent avec un grand nombre
de variables et fournit des résultats numériques. Les relations entre les applications in-
dustrielles et la nécessité de résoudre des systémes polynomiaux ont été étudiées par le
projet européen FRISCO! (a Framework for Integrated Symbolic/Numeric Computation,
1996-1999). On peut y lire que les phénomeénes de non-linéarité apparaissent soit parce
que le modele linéaire n’est pas réaliste soit parce qu’il n’est pas assez précis. Il est dit
aussi dans ce rapport que « les coefficients des polyndémes sont généralement réels et que
dans la plupart des cas ils proviennent de données expérimentales et donc ne sont connus
qu’avec une précision limitée ». Traditionnellement, I'analyse de sensibilité sur les poly-
nomes considére des coefficients complexes et des perturbations complexes de ces mémes
coefficients. L’une des contributions de la thése est de conserver la structure réelle lorsque
les polyndmes sont a coefficients réels. Autrement dit, on n’autorise alors que des pertur-
bations réelles des coefficients.

Les deux autres problémes sont des problémes d’algébre linéaire numérique qui ont
déja été largement étudiés — voir Higham [87] pour une synthése. Une de nos contri-
butions repose sur la notion de problémes structurés, notion qui connait depuis quelques
années un engouement croissant |17, 50, 77]. L’idée est d’utiliser la structure du probléme
afin d’améliorer les algorithmes en utilisant les informations supplémentaires liées a cette
structure, ou bien, en implantant des transformations successives qui en préservent la
structure. Cela permet par exemple de gagner en temps de calcul et en espace mémoire.
La prise en compte de la structure permet-elle systématiquement d’améliorer la résolution
d’un probléme? Le lien naturel avec les problémes précédents de 1’algebre polynomiale
repose sur la structure de matrice compagnon. En effet, les zéros d’un polynéme sont
aussi les valeurs propres de la matrice compagnon associée. Hinrichsen et Kelb [39] ont
présenté une facon de perturber la matrice compagnon tout en gardant cette structure
compagnon. On retrouve alors les résultats sur les polynémes d’un point de vue matriciel
en structurant le probléme. Nous nous sommes alors naturellement intéressés a d’autres
structures que la structure compagnon.

2 Contributions

Nous pouvons classer nos contributions en quatre catégories :

1. Amélioration de la précision
Un des enjeux actuels en arithmétique des ordinateurs est d’augmenter la précision
des algorithmes tout en travaillant & précision constante donnée. Dans cette thése,
nous proposons de modifier I’algorithme de Horner d’évaluation d’un polynéme afin

1On peut trouver le rapport du projet a I’adresse suivante http://www.nag.co.uk/local/projects/
FRISCO.html.


http://www.nag.co.uk/local/projects/FRISCO.html
http://www.nag.co.uk/local/projects/FRISCO.html

Introduction

que le résultat calculé ait la méme précision que s’il avait été calculé par le schéma de
Horner classique mais avec une précision interne doublée (cette notion sera précisée
dans le chapitre 3, page 37).

En utilisant les mémes techniques, nous proposons un algorithme de calcul de dé-
terminants 2 X 2 et 3 X 3 produisant un résultat avec une précision relative donnée
tout en travaillant & précision constante. Cela nous permet de calculer de maniére
certifiée les prédicats géométriques classiques.

. Applications des pseudozéros

La notion de pseudozéro a été introduite par Mosier en 1986 pour étudier la sen-
sibilité des racines par rapport aux perturbations sur les coefficients. Il s’agissait
alors de modéliser les erreurs d’arrondi qui pouvaient apparaitre lors de calculs en
précision finie. Pour des perturbations de taille plus importante, les pseudozéros
permettent de modéliser des incertitudes sur les coefficients des polynémes prove-
nant par exemple de mesures physiques. Nous montrons dans cette these que les
pseudozéros peuvent avoir des applications dans d’autres domaines que ’analyse
numeérique. Nous mettons en évidence par exemple que les pseudozéros permettent
de tester la primalité approchée de deux polynémes connus avec une certaine incer-
titude sur leurs coefficients.

Nous montrons aussi que les pseudozéros permettent de calculer le rayon de sta-
bilité et la pseudoabscisse d’un polynome. Ces deux quantités ont des applications
importantes en théorie du controle.

. Prise en compte des perturbations réelles

Lorsque l'on travaille en arithmétique flottante IEEE 754 avec des données réelles,
on sait pertinemment que les erreurs d’arrondi seront encore des données flottantes
donc réelles. Or il se trouve que dans ’analyse de sensibilité, on considére toujours
que les perturbations peuvent aussi étre des nombres complexes. Dans cette thése,
nous étudions, pour les problémes de 1’évaluation polynomiale et la recherche de
racines, des conditionnements et des erreurs inverses réelles, c¢’est-a-dire n’autorisant
que des perturbations réelles des coefficients réels des polynémes concernés. Nous
montrons par exemple pour ces problémes, que le conditionnement réel se situe
dans un rapport d’au plus v/2 avec le conditionnement complexe. Néanmoins, nous
montrons que l'erreur inverse réelle peut étre significativement plus grande que
Ierreur inverse complexe.

. Perturbations matricielles structurées

Il semble raisonnable pour une matrice structurée, par exemple symétrique, Toe-
plitz, Hankel, etc., de ne considérer que des perturbations structurées de cette méme
matrice. Cela se justifie par exemple, par le fait que 'on ne stocke de maniére
pragmatique que la moitié d’'une matrice symétrique, ’autre étant identique. Nous
étudions donc la notion de pseudospectre structuré pour les matrices Toeplitz, circu-
lantes et Hankel. Nous montrons qu’il n’y a pas de différence entre le pseudospectre
structuré et le pseudospectre classique.

Nous étudions aussi des conditionnements pour les systémes linéaires et 'inversion
matricielle pour des structures dérivant d’algebres de Lie et de Jordan. Nous étu-
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dions pour quelles sous-classes de ces structures il n’y a pas ou peu de différences
entre les conditionnements structurés et non structurés.

3 Présentation détaillée de la thése

Le chapitre 1 est une introduction a ’analyse d’erreur en précision finie. On présente
les outils qui seront utilisés dans la suite de la thése, en particulier les notions de condi-
tionnement, d’erreur inverse, d’erreur directe et la norme IEEE 754 de 'arithmétique
flottante. La thése est ensuite décomposée en trois parties.

3.1 Partie I : Evaluation polynomiale

L’évaluation de polynoémes est nécessaire dans beaucoup d’algorithmes numériques.
On peut citer par exemple toutes les méthodes de type Newton pour la recherche de
racines de polyndmes. Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a trois problemes
liés a I’évaluation polynomiale :

— le conditionnement de I’évaluation polynomiale ;

— I’évaluation précise de polynémes par la méthode de Horner ;

— l'application de la sommation précise en géométrie algorithmique.

3.1.1 Conditionnement structuré de I’évaluation polynomiale (chapitre 2)

Motivation : Le conditionnement de I’évaluation polynomiale consiste & mesurer la va-
riation de I’évaluation si I'on perturbe de maniére infinitésimale les coefficients du poly-
nome. Ce conditionnement est depuis longtemps connu pour des polynoémes a coefficients
complexes et ou l'on autorise des perturbations complexes de ces coefficients (voir par
exemple [36, 206]). Il en est de méme pour lerreur inverse.

Contribution : Dans la pratique, les polynémes considérés sont souvent a coefficients
réels et les perturbations que peuvent subir ces coefficients sont en général elles aussi
réelles. Nous définissons un nouveau conditionnement qui permet la seule prise en compte
des perturbations réelles. Nous donnons une formule calculable de ce conditionnement réel.
Nous montrons surtout que le rapport entre ce conditionnement réel et le conditionnement
classique se trouve dans Uintervalle [1, \/5] Par conséquent, le conditionnement classique
est suffisant pour rendre compte de la difficulté de ’évaluation. Nous définissons en outre
une erreur inverse réelle. Nous donnons une formule calculable pour cette erreur inverse
réelle. Nous montrons aussi que 'erreur inverse réelle peut étre trés différente de I'erreur
inverse classique.

3.1.2 Evaluation précise de polynémes par la méthode de Horner (chapitre 3)

Motivation : L’algorithme le plus efficace d'un point de vue complexité pour 1’évalua-
tion d’un polynéme est l'algorithme de Horner [116, p.519, ex 38]. On sait de plus qu’il
est inverse-stable [37]. Néanmoins, I’évaluation polynomiale peut étre extrémement mal
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conditionnée ; c’est le cas par exemple lorsque 1'on se situe prés d’une racine multiple.
Or évaluer un polynéme de maniére précise peut étre une tache cruciale par exemple
pour le critére d’arrét des méthodes itératives de type Newton pour la recherche de zéros.
Les solutions existantes utilisent toutes des bibliothéques multiprécisions qui permettent
d’augmenter la précision des calculs mais souvent au prix d’un surcoiit trés élevé.

Contribution : Nous proposons un algorithme de Horner compensé qui permet d’évaluer
de facon précise et rapide un polynome & coefficients flottants. La précision du résultat
calculé est similaire & celle donnée en effectuant 1’évaluation classique par le schéma de
Horner avec une précision double de la précision courante. Notre algorithme est deux fois
plus rapide que les implémentations existantes donnant la méme précision pour le résul-
tat. Nous présentons aussi un algorithme pour calculer en arithmétique flottante IEEE
754 une borne d’erreur certifiée. Par certifiée, on entend que la borne calculée majore
effectivement l'erreur de ’évaluation par ’algorithme de Horner compensé. Des expéri-
mentations avec des polynémes trés mal conditionnés illustrent ces résultats théoriques.
Nos algorithmes n’utilisent qu’une seule précision courante et sont portables si I’on sup-
pose que l'arithmétique flottante est conforme au standard IEEE 754.

Ce travail en collaboration avec Philippe Langlois et Nicolas Louvet fait l'objet du
rapport de recherche [75]. 1l a été soumis a STAM Journal of Scientific Computing.

3.1.3 Applications de la sommation précise en géométrie algorithmique (cha-
pitre 4)

Motivation : Certains algorithmes en géométrie algorithmique se basent sur des prédi-
cats géométriques comme par exemple déterminer de quel c6té d’une ligne se situe un
point. C’est par exemple le cas pour ’algorithme de triangulation de Delaunay ou bien la
génération de maillage pour les EDP. Si ces prédicats géométriques donnent une mauvaise
réponse, le résultat de I'algorithme tout entier peut étre tres éloigné du résultat attendu.
Il est donc crucial de pouvoir tester ces prédicats géométriques de maniére robuste. La
majeure partie de ces tests se raméne au calcul du signe d'un déterminant de petite taille
(disons 3 x 3 ou 4 x 4). Il est donc important de pouvoir évaluer précisément des dé-
terminants. Or on sait qu’un déterminant est un polynéme (& plusieurs variables) en les
coefficients de la matrice. On peut donc appliquer le méme genre de technique que pour
I’évaluation polynomiale.

A T'heure actuelle, il y a plusieurs possibilités pour calculer de facon précise un déter-
minant. On peut bien str utiliser des arithmétiques exactes mais cela est trés cotiteux en
temps. La méthode considérée comme la plus efficace en temps est d’utiliser les expan-
sions de Shewchuk [180]. Il s’agit d’une arithmétique adaptative qui permet d’augmenter
la précision des calculs jusqu’a I'obtention de la précision désirée. Récemment, Demmel et
Hida [52] ont proposé des algorithmes de tests de ces prédicats en utilisant un algorithme
de sommation précise basé sur la présence d’accumulateurs larges dans I’architecture
considérée. Le probléme de ces algorithmes est qu’ils ne sont pas portables du fait du
choix d’accumulateurs larges et de plus nécessitent de trier les entrées ce qui est souvent
coliteux.
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Contribution : Au lieu d’utiliser une sommation par accumulateurs larges, nous pro-
posons d’utiliser 1’algorithme récent de sommation précise d’Ogita, Rump et Oishi [153].
Leur algorithme permet aussi de calculer une borne certifiée sur I'erreur de la sommation.
On connait le signe d’un nombre si I'erreur relative commise lors de son calcul est infé-
rieure & un. Nous transformons le calcul du déterminant en le calcul d’une somme. Nous

utilisons alors 'algorithme de [153] afin de calculer la somme avec une précision relative
inférieure a4 un. Les performances de notre algorithme sont de ’ordre de grandeur de celui
de Shewchuk [180] dans les cas bien conditionnés mais il est deux fois plus rapides dans

les cas mal conditionnés.

Ce travail en collaboration avec Nicolas Louvet fait I'objet de 'article 74| accepté a
la conférence internationale REC 2006.

3.2 Partie II : Pseudozéros, conditionnement et applications

Etant donné ¢ > 0, Pensemble des e-pseudozéros d'un polynéme p est ’ensemble des
zéros de tous les polyndmes se trouvant a une distance (pour une norme donnée, voir début
du chapitre 5) inférieure a € de p. Il s’agit d’un outil introduit par Mosier [113] en 1986
afin d’étudier la sensibilité des zéros de polynoémes par rapport a des perturbations sur
les coefficients. Les pseudozéros ont ensuite été étudiés par Trefethen et Toh [192] qui ont
comparé la notion de pseudozéros a celle de pseudospectres de la matrice compagnon. Plus
récemment, Stetter [180] a consacré un chapitre de son livre & cette notion. Le chapitre 5
donne une présentation générale de la notion de pseudozéros.

3.2.1 Applications des pseudozéros en calcul formel (chapitre 6)

Motivation : On montre ici la limite de la définition du PGCD algébrique dans le
domaine de la précision finie. Prenons par exemple deux polynoémes p et ¢ unitaires et tels
que degp > 1. On suppose de plus que p divise ¢. Cela revient a dire que PGCD(p, ¢) = p.
Or pour toute constante ¢ > 0, on a PGCD(p, ¢ + ¢) = 1. Par conséquent, une petite
perturbation du polynéme p peut entrainer un « saut » important du PGCD. Le PGCD
ne dépend donc pas contintiment des perturbations de ses coefficients. Le calcul du PGCD
est par conséquent un probléme mal posé au sens d’Hadamard.

On a le méme type de problémes avec la notion de polynémes « premiers entre eux ».

L’exemple suivant [12] est révélateur. Soient p et ¢ les polyndmes suivants
1 5) 5 1

Lorsque I’on transforme les coefficients de p et ¢ en nombres flottants, les deux polynémes,
qui ont une racine commune en arithmétique exacte, deviennent premiers entre eux. De
la méme fagon, les polynémes

1
p) =505 =7, glz) =2,
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premiers entre eux en arithmétique exacte, ne le sont plus en considérant une précision
de deux chiffres décimaux aprés la virgule en base 10 avec arrondi au plus proche (1/7 =
0.14285714 et 7/50 = 0.14).

Contribution : Nous introduisons le probléme du calcul du PGCD approché de deux
polynoémes lorsque les coefficients sont des nombres complexes ou réels approchés. Un
PGCD approché (ou e-PGCD) est défini comme suit :

Etant donnés deux polynémes p et ¢ de degrés respectifs n et m, et € un réel strictement
positif, on appelle e-diviseur (ou diviseur approché) de p et ¢ tout diviseur de polynoémes
perturbés p et ¢ vérifiant ||p—p|| < e, |[¢—q]| < € et deg(p —p) < n, deg(¢—q) < m. Un
e-PGCD de p et ¢ est un e-diviseur de degré maximum.

Nous présentons succinctement les différentes méthodes existantes pour calculer un PGCD
approché. Nous distinguons les méthodes a base d’optimisation, de divisions euclidiennes
et de méthodes matricielles (SVD). Nous proposons ensuite une étude géométrique du
PGCD approché grace a I'utilisation des pseudozéros. Pour finir, nous regardons la pri-
malité de deux polynoémes & coefficients approchés. Il est clair qu’un calcul de PGCD
approché permet de répondre a la question. Néanmoins, d’autres méthodes semblent
plus rapides. Nous étudions d’abord un algorithme proposé par Beckermann et Labahn
[11, 12], puis nous montrons que les tracés de pseudozéros permettent aussi de répondre
simplement a cette question.

Ce travail en collaboration avec Philippe Langlois fait I'objet du rapport de re-
cherche [72]. Il est actuellement en cours de révision a Theoretical Computer Science.

3.2.2 Applications des pseudozéros en théorie du controle (chapitre 7)

Motivation : En théorie du controle et en automatique, on écrit classiquement les fonc-
tions de transfert sous la forme H(p) = N(p)/D(p), o N et D sont deux polynémes et
ol p est le parameétre du systéme. Le systéme décrit par cette fonction de transfert est
dit stable (dans le sens de Hurwitz) si tous les zéros de D sont a partie réelle négative
(autrement dit si le polynome D est stable au sens de Hurwitz). Puisque des incertitudes
sur les coefficients sont inévitables dans les problemes de la vie réelle (incertitudes sur
les données, erreurs d’arrondi), il est utile de mesurer la distance d’'un systéme stable au
systéme instable le plus proche. Il s’agit en fait de mesurer la distance de D au polynéme
instable le plus proche. Cette distance s’appelle le rayon de stabilité de D.

Contribution : Nous proposons un algorithme de calcul du rayon de stabilité. Le point
clé de notre algorithme est 1'utilisation des pseudozéros. L’algorithme proposé est de type
symbolique-numérique (on voit aussi le terme d’algorithme hybride). Cela signifie que 'on
utilise des méthodes formelles (ici les suites de Sturm) dans des procédures numériques.
Une telle approche a été initiée dans [22] pour compter le nombre de valeurs propres ima-
ginaires pures d'une matrice Hamiltonienne. Il semble néanmoins que de telles approches
aient été tres peu étudiées bien qu’elles fournissent des algorithmes efficaces et précis.
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Ce travail en collaboration avec Philippe Langlois fait 1'objet du rapport de re-
cherche [71] qui sera soumis a IEEE Transactions on Automatic Control.

3.2.3 Zéros de polyndémes d’intervalles (chapitre 8)

Motivation : Le concept de I'analyse par intervalles [107] est de calculer avec des inter-
valles de nombres réels plutot qu’avec les nombres réels eux-mémes. Tandis que 'arithmé-
tique flottante est affectée par les erreurs d’arrondis et donc peut conduire a des résultats
imprécis et faux, 'analyse par intervalles a ’avantage de donner des bornes rigoureuses
pour la solution exacte. Une telle analyse se révéele trés utile quand par exemple les para-
meétres ne sont connus qu’avec une certaine incertitude. Dans ce cas, on peut implémenter
des algorithmes en utilisant I’arithmétique d’intervalles pour les parameétres incertains afin
de produire un intervalle qui contient tous les résultats possibles.

Contribution : Nous nous intéressons a la notion de polynémes d’intervalles. Il s’agit
de polynémes dont les coefficients ne sont plus des nombres réels ou complexes mais des
intervalles réels. Cela va nous permettre de modéliser des incertitudes sur les coefficients
d’un polyndéme. Nous nous intéressons aux pseudozéros réels de polynomes réels avec des
perturbations mesurées en norme infinie. Cela nous permet de donner une formule calcu-
lable et un outil pour tracer les pseudozéros d’un polyndéme d’intervalles.

Ce travail fait 'objet de l'article [73] en commun avec Philippe Langlois a paraitre
dans les actes de la conférence internationale ACM SAC 2006.

3.2.4 Pseudozéros de polyndémes a plusieurs indéterminées (chapitre 9)

Motivation : Les polyndmes a plusieurs variables apparaissent dans presque tous les
champs du calcul scientifique et de I'ingénierie comme on peut le voir en lisant le « Com-
puter Algebra Handbook » [65], dans |53] et dans le rapport du projet européen FRISCO.
La trés large utilisation des systémes polynomiaux nécessite d’avoir des algorithmes de
résolution stables et efficaces. Actuellement il y a principalement deux grandes approches
de résolution : I'une symbolique et ’autre numérique. L’approche symbolique est soit ba-
sée sur la théorie des bases de Grobner soit sur la théorie des résultants. Pour I’approche
numérique, on utilise plutot des méthodes itératives telles que la méthode de Newton
(souvent des versions améliorées) ou bien des méthodes d’homotopie. Récemment, des
méthodes hybrides, combinant a la fois des méthodes symboliques et numériques sont
apparues (voir le chapitre « Hybrid Methods » de Kaltofen dans |68, p.112-128]).

Contribution : La majeure partie des articles sur les pseudozéros considérent seulement
les pseudozéros de polynomes & une indéterminée. Les cas avec plusieurs indéterminées
semblent avoir été trés peu étudiés excepté par Stetter [185, 180], par Hoffman, Madden
et Zhang [98] et Corless, Kai et Watt [10]. De plus, le cas a plusieurs indéterminées a
seulement été traité dans le cas de polynémes (et de systémes polynomiaux) & coefficients
complexes. Nous considérons ici des systémes ot les polynémes sont & coefficients réels
et tels que tous les polynémes de tous les systémes perturbés aient aussi des coefficients
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réels. Nous explicitons une formule calculable pour tracer ’ensemble des pseudozéros et
nous étudions différentes méthodes pour les visualiser.

Ce travail a fait 'objet d’un poster a la conférence internationale CASC 2005.

3.2.5 Conditionnement structuré de racines de polynémes (chapitre 10)

Motivation : Le conditionnement de racines de polyndémes consiste a mesurer la variation
de la racine si 'on perturbe de maniére infinitésimale les coefficients du polynéme. Ce
conditionnement a été étudié pour des polynomes a coefficients complexes et ou 1’on
autorise des perturbations complexes de ces coefficients (voir par exemple [30, D 1
en est de méme pour 'erreur inverse.

Contribution : Comme pour l’évaluation polynomiale (chapitre 2), les polynomes a
considérer sont souvent & coefficients réels. Les perturbations que peuvent subir ces coef-
ficients sont en général elles aussi réelles. Nous avons défini un nouveau conditionnement
pour les polynoémes a coefficients réels en autorisant seulement des perturbations réelles
des coefficients. Nous donnons une formule calculable pour ce conditionnement réel. Nous
montrons surtout que le rapport entre ce conditionnement réel et le conditionnement
classique se trouve dans U'intervalle [1, \/5] Par conséquent, le conditionnement classique
est suffisant pour rendre compte de la difficulté de calculer des racines. Nous avons aussi
défini une erreur inverse réelle. Nous donnons aussi une formule calculable pour cette
erreur inverse réelle. Nous montrons qu’elle peut étre trés différente de I'erreur inverse
classique.

3.3 Partie III : Pseudospectre et conditionnement matriciel

Motivation : Ce passage est tiré de [172] et illustre la nécessité de prendre en compte
la structure de certains problémes matriciels. Considérons un probléme numérique a m
paramétres d’entrée produisant k paramétres en sortie. Il s’agit en fait d’une fonction
f: R™ — R*. Un algorithme de résolution du probléme, i.e., de calcul de f, peut étre
considéré comme une fonction f. Pour une entrée p € R™, le résultat numérique f(p) sera
en général identique pour tout p dans un petit voisinage autour de p. Par conséquent,
on ne peut espérer plus d’un algorithme numérique qu’il produise la valeur exacte f(p)
pour un p proche de p. Un algorithme avec cette propriété est dit inverse-stable. Par
exemple, la méthode de Gauss avec pivotage partiel pour résoudre des systémes linéaire
est inverse-stable.

Mais est-il toujours possible que f(p) = f(p) pour un p proche de p? Pour ce faire,
considérons le calcul en double précision IEEE 754 du carré d’'une matrice, par exemple

1 4 ' .
A= ( Z ! _1> ,ouu = 27°2 et tel que 1 et 1+u soient des nombres flottants adjacents.
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17 4u

Le résultat est B = ﬂ(AQ) - <4u =

). Pour une perturbation AA = (j ?), on a

o ((I+u+a)+@+p6)4+7) (4+ B)(u+a+9)
(A+A44) _< (4+7)(u+ o+ 06) (4+ﬁ)(4+v)+(1—5)2>'

Mais (A+AA)? = B est impossible pour des petites perturbations AA car cela implique
en comparant By et Bas que (14 u+ a)? = (1 —6§)? et donc que u + a = —8. Mais alors
on a (A4 AA);2 = 0. Autrement dit, la multiplication matricielle donne la meilleure
approximation en double précision B du résultat exact A2 mais n’est pas inverse-stable.
Un tel comportement est fréquent pour les problémes structurés.

Considérons par exemple un systéme linéaire C'x = b avec C' une matrice circulante.
Beaucoup d’algorithmes tirent parti de telles informations que ce soit en terme de temps
de calcul et de taille de stockage. Dans notre cas, la premiére ligne de la matrice et le
second membre sont les entrées du solveur structuré et donc m = 2n entrées sont envoyées
en k = n sorties. Par nature, une perturbation de la matrice C' est une matrice circulante.

On peut trouver des exemples de systémes C'z = b tels que pour une solution calculée
7 il est probable que (C + AC)Z # b+ Ab pour des perturbations AC' et Ab telles que
C'+ AC soit circulante alors méme que T est trés proche de la solution exacte de C'x = b.
L’explication provient du fait que contrairement aux systémes linéaires généraux, 1’espace
des entrées n’est pas assez riche pour produire des perturbations ayant la propriété désirée.

Dans un tel cas, tout ce qu’on peut attendre d’un algorithme en précision finie est
qu’il produise un résultat = tel que (C' + AC)(Z + Az) = b+ Ab. Dans le formalisme
précédent, cela signifie que pour une entrée p, I'algorithme f produit un résultat ¢ =
f(p) avec ¢ + Aq = f(p + Ap). Un algorithme f avec cette propriété est dit stable.
Il existe en effet des algorithmes stables pour résoudre des systémes linéaires avec des
matrices circulantes. Tout cela motive une analyse des perturbations structurées, des
conditionnements structurés et des erreurs inverses structurées.

Les perturbations structurées ne sont pas aussi simples & traiter que les perturba-
tions non structurées et ’analyse de ’erreur inverse est souvent plus difficile quand cela
concerne des perturbations structurées.

3.3.1 Pseudospectres et structuration (chapitre 11)

Contribution : La notion de pseudospectre, notion analogue aux pseudozéros, a été
popularisée par Trefethen [193]. 11 s’agit de I'ensemble des valeurs propres des matrices
proches d’une matrice donnée. Nous proposons une notion de pseudospectre structuré,
c’est-a-dire que nous n’autorisons que des perturbations structurées de la matrice. Nous
montrons que pour les matrices Toeplitz, circulantes, Hankel et symétriques, les pseudo-
spectres structurés et non structurés coincident. Nous montrons que cela est faux pour
les matrices hermitiennes et anti-hermitiennes. Nous généralisons ce type de résultats aux
cas des matrices polynomiales. En effet, nous montrons que les pseudospectres structurés
et non structurés coincident pour les matrices polynomiales ayant les structures Toeplitz,
circulantes, Hankel ou symétriques. Nous donnons aussi une formule calculable pour le
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pseudospectre structuré de matrices polynomiales réelles. Ce type de matrices apparait
fréquemment en théorie du controle.

Ce travail fait 'objet de Particle [69] & paraitre dans Journal of Computational and
Applied Mathematics.

3.3.2 Conditionnement structuré de problémes matriciels (chapitre 12)

Contribution : Nous nous intéressons aux effets des perturbations structurées sur la so-
lution d’un systeéme linéaire, de I'inversion de matrices et sur la distance a la singularité.
Une attention particuliére est donnée aux structures linéaires et non-linéaires que forment
les algébres de Lie, les algébres de Jordan et le groupe d’automorphisme dun produit
scalaire. Cela inclut par exemple les matrices symétriques, pseudosymétriques, persymé-
triques, anti-symétriques, Hamiltoniennes, unitaires, orthogonales et symplectiques.

Nous montrons que sous des hypothéses souples sur le produit scalaire, il n’y a pas
ou trés peu de différences entre le conditionnement structuré et non structuré et entre la
distance structurée et non structurée a la singularité pour les matrices appartenant a une
algébre de Lie ou de Jordan. Ainsi, pour ces classes de matrices, I'analyse usuelle pour
des perturbations non structurées est suffisante. Nous montrons que ce n’est pas vrai en
général pour des structures provenant d’'un groupe d’automorphisme. Nous donnons des
bornes et des expressions calculables pour le conditionnement structuré de systémes li-
néaires et pour I'inversion de matrices pour ces structures non linéaires. Nous considérons
aussi l'erreur inverse structurée pour les solutions approchées de systémes linéaires. Nous
donnons des conditions pour que ’erreur inverse soit finie. Nous montrons que pour les
algeébres de Lie et de Jordan, 'erreur inverse (quand elle existe) se situe dans un petit
facteur de 'erreur inverse non structurée.

Ce travail en collaboration avec Frangoise Tisseur fait l'objet du rapport de re-
cherche [189] . Il est soumis & Electronic Journal of Linear Algebra.



Chapitre

Introduction a ’analyse d’erreur en
précision finie

Ce chapitre se veut une introduction a l'analyse d’erreur en précision finie. Il est trés
largement inspiré de |87, , , 30, |. Nous commencerons par une bréve définition
de ce qu’est ’analyse d’erreur et nous définirons les outils de base dont nous aurons besoin
par la suite. Dans la section 1.1, nous définissons le conditionnement d’un probléme. Dans
la section 1.2, nous définissons la notion de stabilité d’un algorithme et en particulier la
notion d’erreur directe et d’erreur inverse. Dans la section 1.3, nous montrons comment
les outils des sections précédentes (conditionnement et erreur inverse) permettent d’ob-
tenir des informations sur la précision de la solution. La section 1.4 concerne le modéle
de larithmétique flottante et en particulier celui défini par la norme IEEE 754. La der-
niére section est consacrée a 1’étude de méthodes permettant d’améliorer la précision des
résultats.

Soit Z une approximation d’un nombre réel x non nul. Les deux principales facons de
mesurer la précision de Z sont ’erreur absolue

Eo(T) = v =7,

et I'erreur relative R
|z — 7|

ET<:/U\) -

]
Soit Az une perturbation absolue de = # 0 et = + Ax la valeur perturbée. On notera
|Az|| une norme relative de la perturbation Az (on a donc une dépendance implicite entre
|Az|| et z). Par conséquent, pour un élément z scalaire non nul, on a |Azx| = |Az|/|z|.
Lorsque x et Az sont vectoriels (et ||z] # 0), la norme ||Az|| dépend de la structure et
de la norme vectorielle considérée. On distingue alors principalement les normes globales
(normuwise) ||Ax|| = [[Ax||*/||z||*, ou ||-||* est une norme (absolue) vectorielle et la norme
par composante (componentwise) définie par ||Az|| = max; |Ax;|/|x;| (z = (x;),x; # 0).
La précision d’une solution calculée par un algorithme dépend intimement du condi-
tionnement du probléme et de la stabilité de 1’algorithme utilisé. Le conditionnement
mesure l'effet des perturbations des données sur la solution. L’erreur inverse modélise

13
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les erreurs introduites par ’algorithme exécuté en précision finie comme des erreurs sur
les données. Dans ce cadre, la précision vérifie au premier ordre la célébre estimation
empirique

précision < conditionnement X erreur inverse. (1.1)

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la qualité d’une approximation. Dans ce
but, il convient de distinguer deux parties fondamentales distinctes :

— la difficulté de résoudre le probléme ;

— la stabilité de I’algorithme de résolution de ce probléme.
Les deux prochaines sections traitent de chacun de ces aspects.

1.1 Conditionnement d’un probléme

1.1.1 Probléme bien posé

Considérons le probléme mathématique P suivant
(P) : trouver x tel que F(x) =y pour y donné,

ou F' est une application continue, non linéaire en général, entre des espaces vectoriels
normés qui sont souvent de la forme R™ ou C". On dira que le probléme (P) est bien posé
(au sens d’Hadamard) si la solution x = F'~1(y) existe, est unique et dépend contintiment
des données y (que I'on peut remplacer par le fait que F'~! soit continue au voisinage de
y). Si ce n'est pas le cas, le probléme est dit mal posé. Nous n’étudierons dans la suite
de ce chapitre que des problémes bien posés. Des exemples de problémes bien posés sont
par exemple I’évaluation polynomiale ou bien la résolution d’un systéme linéaire Az = b
ol A est bien siir inversible. Par contre la résolution d’un systéme linéaire Ax = b o A
est singuliére est un exemple de probléme mal posé.

1.1.2 Conditionnement d’un probléme

En supposant que le probléme (P) est bien posé, nous pouvons le réécrire sous la
forme

r=G(y),

ot G = F~!. Nous supposerons ici que G est différentiable. Si ’'on commet une erreur Ay
sur la donnée y, la valeur calculée sera 7 = G(y + Ay). L’erreur Ay sera souvent appelée
la perturbation de y. Si Ay est suffisamment petite, on a au premier ordre I’approximation

T—x~G(y)- Ay,
ce que l'on peut écrire sous la forme (si x # 0 et y # 0)

(2 —a2)/z = (yG'(y)/G(y)) - (Ay/y).



1.1. Conditionnement d’'un probléme 15

Ces relations expriment respectivement 'effet absolu et relatif sur le résultat z de la
variation absolue ou relative de la donnée y, en ne prenant en compte que les effets
d’ordre 0 et 1. On en déduit la relation suivante

E k(G- T+ o)
K(G,y) = ‘ygég) ' : (1.2)

Le coefficient K(G,y) est le nombre de conditionnement relatif de 1’évaluation de G en
Y.

Exemple (évaluation polynomiale 1). Considérons 'évaluation d’un polynéme p(z) =
o @iz, ai,z € R, en perturbant la seule donnée y = z. Si z # 0, la relation (1.2)
fournit K(p,z) = |zp'(2)/p(z)|. On remarque facilement que le conditionnement tend
vers l'infini quand la donnée z se rapproche d’une racine de p. Ainsi la précision de
I’évaluation d’un polynéme au voisinage d’une de ses racines peut étre arbitrairement
mauvaise.

On va maintenant analyser la sensibilité du probléme (P) afin de quantifier l'effet de
perturbations infinitésimales de la donnée y sur la solution x. Les espaces de données et
de résultats sont notés respectivement D et R; on notera || - ||p et || - ||g des normes
relatives sur ces espaces. Etant donnés e > 0 et P(¢) C D un ensemble de perturbations
Ay de la donnée y qui vérifient |Ay|p < &, le probléme perturbé associé au probléme
(P) est défini par

trouver Az € R tel que F(z + Az) = y + Ay pour Ay € P(e) donné. (1.3)

On suppose aussi que = et y sont non nuls. Le nombre de conditionnement du probléme
(P) en la donnée y est défini par

. [Az]|r
K(P,y) :==1lim sup { )
e—0 AycP(e) ”AyHD

Ezemple (évaluation polynomiale 2). Considérons maintenant le probléme de 1’évaluation
polynomiale en prenant en compte les perturbations sur les coefficients du polynome.
Soit p(z) = Y1 ,a:iz', avec a;,z € Roet a; # 0, et Ay = (Aay, ..., Aa,)" = Aa une
perturbation de la donnée y = (aq,...,a,)’ = a. Le résultat x = p(y) est perturbé en
z=ply+Ay) =" (a;+ Ag;)z". La perturbation est donc Az =7 — 2 = >"" ; Aa;z".
On munit D = R™™ de la norme relative ||Aa|p = max |Aa;|/|a;] et R = R de la norme

relative ||Az||zr = |Az|/|z|. Puisque [Az| = | D" Aaiz’| < [|Aallp Yoy ail|z]*, on a

|Az||lz < Do lal 2]
< i
[Ayllp — D01, it




16 Chapitre 1. Introduction a I'analyse d’erreur en précision finie

Cette borne est atteinte pour la perturbation Aa telle que Aa;/a; = sign(a;z*)||Aal|p. Le
nombre de conditionnement relatif pour I’évaluation de p en z est

Z?:o |aizi\ _
Ip(2)]

On remarque que ce nombre est d’autant plus grand que l'on évalue le polynome au
voisinage d'une de ses racines.

K(p(2),a) =

L’exemple précédent montre que calculer un nombre de conditionnement peut ne pas
étre trés facile (on a di trouver une majoration et ensuite un terme qui atteint la borne,
ce qui n’est pas trés aisée en général). On va montrer maintenant que lorsque la fonction
G du probléme (P) est de classe C' alors le conditionnement est intimement lié¢ a la
dérivée de G. On considére ici des normes globales relatives ||Az||/||z|| sur les espaces D
et R. On notera par ||| - ||| la norme subordonnée sur l'espace .2 (D, R) des applications
linéaires de D dans R. La solution du probléme perturbé (1.3) vérifie z+Axz = G(y+Ay).
En développant au premier ordre, on peut écrire Az = G(y + Ay) — G(y) = G'(y)Ay +
O(||Ay||%). On en déduit alors que

K(Py) = 16| 2o

IGW)l="

et pour les normes absolues
Kao(Py) = IG"W)IIl -

Le conditionnement est donc a un facteur prés la norme de la dérivée de 'application G.
Maintenant que nous avons donné quelques formules pour calculer un nombre de
conditionnement, il nous reste a savoir comment interpréter ce nombre. On dit qu’un
probléme est mal conditionné s’il admet un nombre de conditionnement élevé ; sinon on
dit qu’il est bien conditionné. Cependant il n’est pas facile de donner une frontiére simple
entre problémes bien et mal conditionnés. Le conditionnement mesure la sensibilité du
résultat pour des perturbations des données. Plus le conditionnement est grand et plus une
petite perturbation sur les données peut entrainer une erreur importante sur le résultat.
Néanmoins, il ne faut pas oublier que le conditionnement mesure le « pire » effet possible
des perturbations sur les données. Il se peut donc qu’un probléme soit mal conditionné
et que les perturbations soient telles qu’en fait il y a trés peu d’erreurs sur le résultat.

FEzxemple. Considérons le systéme linéaire Az = b ot A est une matrice inversible. Avec les
mémes notations que pour le probléme (P) on a x = G(A) = A~'b. On peut alors mon-
trer [37, p.110] que K(P, A) = ||A||||A~}|| pour des normes vectorielles et subordonnées
relatives. Le nombre r(A) = ||Al|||A™"|| est abusivement appelé le nombre de condition-
nement de la matrice A, alors que le conditionnement est associé & un probléme.

Avant de terminer cette section sur le conditionnement, nous allons faire quelques
remarques importantes sur le sujet.

Remarques. — Pour un méme probléme, on peut définir beaucoup de nombres de
conditionnement différents en fonction des normes choisies sur les espaces de don-
nées et de résultats ainsi que sur le type de perturbations P(g) choisi.
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— Le nombre de conditionnement correspond en général a I'inverse de la distance au
probléme singulier le plus proche. Sous cette hypothése, un probléme mal condi-
tionné est un probléme proche d’un probléme singulier. On peut montrer par exemple |
p. 111] que

1/k(A) = min{||AA||/||A|| : A+ AA singuliére},
et
p(z)]
>ico laid’]
ot d(p, q) = min{|a; — b;|/]a;|} avec g(x) = >, bix'.

— Le nombre de conditionnement est indépendant de tout algorithme de résolution

du probléme. C’est donc une caractéristique intrinséque du probléme.

= min{d(p, q) : q(x) = 0},

1.2 Stabilité d’un algorithme

Le conditionnement quantifie les (pires) effets des erreurs sur les données en ne prenant
en compte que la nature du probléme lui-méme. Le conditionnement mesure donc la
difficulté de résoudre un probléme indépendamment de la facon de le résoudre.

On résout généralement un probléme en utilisant un algorithme. 11 s’agit d’'un ensemble
d’opérations et de tests que I'on peut en fait confondre avec la fonction G donnant la
solution de notre probléme. A cause d’'un certain nombre d’erreurs de calcul et d’ap-
proximations (dues par exemple au fait que I'on ne peut pas représenter I'ensemble des
nombres réels sur un ordinateur), l’algorithme n’est pas la fonction G mais une fonction
G. L’algorithme ne calcule donc par z = G(y) mais T = G(y).

L’analyse directe ¢tudie la nouvelle fonction G de facon a pouvoir estimer I’écart entre
x et Z. Le calcul de G est en général assez difficile car il faut suivre de maniére précise la
propagation des erreurs tout au long des calculs. L’écart entre la solution exacte x et la
solution calculée 7 est appelé I'erreur directe. Elle correspond en fait a la précision de la
solution calculée. On ne cherche en général qu'une majoration de I'écart entre x et x.

La difficulté de I'analyse directe réside dans le calcul de G. L’analyse inverse permet
de contourner ce probléme en travaillant directement sur la fonction G elle-méme. L’idée
est de chercher quel est le probléme que 'on a effectivement résolu et si ce probléme est
« proche » (dans un sens a définir) du probléme initial. On cherche alors a ramener ’erreur
sur le résultat en une erreur sur la donnée. On cherche donc Ay tel que T = G(y + Ay).
On dit alors que Ay est Uerreur inverse associée a T. On cherche Ay dans l’ensemble
des données D. Dans la pratique, sachant que 'on connait Z et GG, on arrive trés souvent
a obtenir une bonne majoration de Ay (en général plus facilement que pour l'erreur
directe). La figure 1.1 récapitule le principe de I'analyse directe et de 1’analyse inverse.

La stabilité d’un algorithme décrit I'influence des calculs en précision finie sur la qualité
du résultat. Soit 7 = G(y) la solution de notre probléme (P) calculé par un algorithme
exécuté en précision finie. L erreur inverse associée a 7 = G (y) est le scalaire n(x) défini,
s’il existe, par

n(z) = min {[|Ayllp - ¥ =G(y + Ay)}.

Y



18 Chapitre 1. Introduction a I'analyse d’erreur en précision finie

Espace de données D Espace des résultats R

=z =Gy)

Erreur inverse .
Erreur directe

y+ Ay G S~

F1G. 1.1 — Erreurs directes et inverses lors du calcul de z = G(y).

Si on ne peut trouver un tel Ay, on dit que n(Z) = +o00. Un algorithme est dit inverse-
stable pour le probléme (P) si la solution calculée Z a une erreur inverse n(Z) « assez pe-
tite ». Un algorithme inverse-stable fournit donc la solution exacte d’un probléme proche.

Ezemple (évaluation polynomiale 3). Nous supposons dans cet exemple que les opérations
d’addition et de multiplication satisfont la propriété

Z=2(1+0)=(xoy)(1+46), oe{+, -}, avec|d| < u (1.4)
On s'intéresse a l'algorithme de Horner pour I’évaluation d’un polynome p(z) = > a;2".
Algorithme 1.1. Evaluation polynomiale par le schéma de Horner
Sp = Gy,
fori=n—-1:-1:0
Si = Sit1° 2+ a4
end
p(z) = so
Au vu de la relation (1.4), nous pouvons écrire que

si=((z-8i1)(140;,) +a;) (1 +0;,), avec |d;],|0:,] < u,

ol u est supposé trés petit. Pour simplifier, on peut écrire 1 + 6, = [\, (1 + 9;), pour
|0;| < u. En itérant I’équation précédente, on trouve

~,

p(z) = ao(1461) +ai(1+63)z + as(1 + 05)z + - -
et (L4 B )2+ (14 )"

On peut donc interpréter 'évaluation calculée p(z) comme ’évaluation exacte du poly-
nome ¢(z) = Y1, biz" avec b; = a;(1 4 0241), i =0:n — 1, b, = a,,(1 + 62,) en le point
z. Comme pour |§;| < uet nu<1,ona |, <nu/(l—nu),onen déduit que 'erreur
inverse vérifie

n(x) = |62,] < 2nu.

L’erreur inverse est petite pour u petit et par conséquent l'algorithme de Horner est
inverse-stable.
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L’étude de la stabilité inverse en précision finie se fait en comparant ’erreur inverse
avec la précision u a laquelle se font les calculs. On dit qu’un algorithme qui calcule Z en
précision u est inverse-stable si 'erreur inverse n(Z) est de l'ordre de u.

1.3 Précision de la solution

La précision de la solution calculée dépend du conditionnement du probléme et de la
stabilité de ’algorithme utilisé. Le conditionnement mesure 'effet des perturbations des
données sur la solution. L’erreur inverse modélise les erreurs introduites par 1’algorithme
exécuté en précision finie comme des erreurs sur les données. Dans ce cadre, la précision
vérifie au premier ordre I'estimation empirique (1.1). La précision ||Az|| d’une solution
calculée par un algorithme inverse-stable vérifie la relation

|Az]] S Ku, (1.5)

ou, le nombre de conditionnement K, la stabilité inverse et la précision sont définis pour
des perturbations et des normes homogeénes. On déduit de la relation (1.5) une caractéri-
sation habituellement admise de la séparation entre problémes bien et mal conditionnés.
On dira donc qu'un probléme est mal conditionné en calcul & précision u si son nombre
de conditionnement est supérieur a 1/u soit si Ku 2 1.

1.4 Introduction & I’arithmétique flottante

Cette section s’inspire trés largement de [37, 158, 65, 182, 103, 104]. Les nombres a vir-
gule flottante sont le principal mode de représentation des nombres dans les calculateurs
et les ordinateurs.

1.4.1 Les nombres flottants

Un nombre flottant normalisé x s’écrit sous la forme
r=(—1)° xm x b (1.6)

ot (—1)° représente le signe de = avec s € {0,1}, m est la mantisse en base b et e est
I’exposant. La base b est un entier > 2 et ’exposant est un entier relatif vérifiant

€min < € < €max, (17)

Ol €pin et emax sont donnés et représentent les bornes sur 'exposant. Etant donné un
entier positif p, une mantisse m a p chiffres en base b s’écrit sous la forme

m=zob” + b7+ -+ x, b (1.8)

avec g # 0 et x; € {0,1,2,...,b—1}, i =0 : p — 1. Puisque zy # 0, il y a unicité de
I’écriture. De méme, on en déduit aussi que la mantisse m vérifie 1 < m < b.
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Nous noterons par F(b, p, €min, €max) 'ensemble des nombres flottants « définis par les
relations (1.6), (1.7) et (1.8) union le singleton {0}. On notera les flottants par la notation
classique x = £x¢.2;1 ... ,—1 X b°. On remarque que tout nombre flottant non nul vérifie

A= b | < (1 —07P)bm> =: o,

Si ’on travaille en base b = 2, le premier bit de tout flottant normalisé vaut 1. Par consé-
quent, il n’est pas utile de le stocker. On peut donc ne stocker que la partie fractionnaire
f. Ainsi tout flottant normalisé en base 2 s’écrira sous la forme

r= (=1 x1.f x2° avec epin < € < Cmax-

On définit la précision machine € comme la distance de 1.0 au nombre flottant suivant le
plus proche. On montre alors que € = b' 7.

Théoréme 1.1. L’espace entre un nombre flottant normalisé et son successeur est d’au
moins b~ le|z| et d’au plus e|z|.

Le fait que zy # 0 pour les flottants normalisés empéche de pouvoir coder des nombres
plus petits que A. Or il se peut que dans des applications nous ayons besoin de nombres
plus petits. L’idée consiste a autoriser que z puisse étre nul. Les nombres flottants dé-
normalisés sont les nombres x qui s’écrivent sous la forme

x=(—1)" x0.f x pmin,

On remarque que le plus petit nombre dénormalisé positif est A\; = Ae. Les dénormalisés
pallient donc 'absence de flottants normalisés entre 0 et |A|.

1.4.2 Le modéle de 'arithmétique flottante

L’utilisation des nombres flottants sur les ordinateurs nécessite d’approcher chaque
nombre réel par un nombre flottant. Cela revient a définir une application fl : R — F,
x +— fl(x) qui a tout nombre réel associe un nombre flottant. Cette application définira
un arrondi de R vers F si elle vérifie les propriétés suivantes :

(i) fi(z) = = pour tout z € F;
(i) fi(x) < fi(y) pour tous z,y € R tels que z < y.

Il y a plusieurs fagons de définir un arrondi fl(-). On peut prendre I'arrondi au plus preés,
i.e., fi(x) = argmin,p |z — y| ou bien par exemple prendre des arrondis dirigés soit vers
0 soit vers 400 ou —oo.

L’intervalle des nombres flottants normalisés positifs est [\, o]. Prenons x € R un réel
que nous voulons arrondir dans F. Nous dirons qu'il y a un overflow si |x| > 0. Nous
dirons qu’il y a un underflow si |z| < .

Lorsque l'on veut approcher z € R par fl(x) € F, il est intéressant de pouvoir quanti-
fier l'erreur que ’on commet. C’est ’objet du théoréme suivant. Il dit que I'erreur relative
commise est inférieure & I'unité d’arrondi u qui dépend de la précision € et du mode d’ar-
rondi. On a u = ¢/2 pour arrondi au plus prés et u = ¢ pour 'arrondi dirigé.



1.4. Introduction a I’arithmétique flottante 21

Théoréme 1.2 (Higham [87, p.38]). Soit x € R tel que A < |z| < o alors
fi(z) =2(149), 0] <u.
On utilisera des fois une version modifiée de ce théoréme sous la forme suivante.
Théoréme 1.3 (Higham [37, p.38|). Soit x € R tel que X < |z| < o alors
fllz) =z/(1+¢), |¥ <u

Il nous faut maintenant essayer de munir I'’ensemble F d’une arithmétique qui ap-
proche celle définie sur R. Etant donnés une opération arithmétique o € {4+, —, -, /} et
deux flottants z,y € F, le résultat de 'opération x o y n’est pas toujours un flottant. Il
semble naturel de demander que le résultat de l'opération x o y soit 'arrondi dans F de
x oy, c’est-a-dire fl(a o b). Le modéle classique utilisé dans 'analyse d’erreur décrit en
partie ce comportement.

MODELE STANDARD

fi(zoy)=(zoy)(1+0), |0|<u, oe{+,—,-/} (1.9)

La modification de (1.9) suivante peut aussi étre utile.

fi(zoy) = 10'] < . (1.10)

Le modele (1.9) ignore les possibilités d’'un underflow ou d’un overflow. Pour prendre en
compte un possible underflow, on peut modifier le modeéle de la fagon suivante

fllzoy) = (zoy)(1+9)+n, [§<u, n<iun

Nous avons toujours 01 = 0. S’il y a underflow alors 6 = 0 sinon n = 0.

1.4.3 La norme IEEE 754

La norme IEEE 754 publi¢e en 1985 [103] définit une arithmétique flottante binaire.
C’est le résultat du travail d’un groupe de travail du « IEEE Computer Society Computer
Standards Committee ». Parmi les principes de la norme, on trouve le fait d’encourager
les experts a développer des programmes numériques portables, rapides et robustes qui
traitent les exceptions arithmétiques et qui permettent de développer les calculs de fonc-
tions élémentaires et des arithmétiques de grandes précisions. La norme spécifie le format
des nombres flottants, le résultat des opérations flottantes élémentaires et les comparai-
sons, les modes d’arrondi ainsi que les conversions entre les différents formats arithmé-
tiques. La racine carrée est incluse dans les opérations de base. La norme ne dit rien sur
les fonctions élémentaires telles que exp et cos. La norme définit deux formats de nombres
flottants.
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Type ‘ Taille ‘ Mantisse ‘ Exposant ‘ Unité d’arrondi ‘ Intervalle
Simple | 32 bits | 23+1 bits | 8 bits 2% ~ 596 x 1078 | 108
Double | 64 bits | 5241 bits | 11 bits 2758 ~ 1,11 x 10716 | 10+308

Dans les deux formats, un bit est réservé pour le signe. Le standard spécifie que les
opérations arithmétiques doivent donner un résultat comme si on calculait avec une pré-
cision infinie et que I'on arrondissait ensuite le résultat. La norme prévoit quatre types
d’arrondi. I’arrondi par défaut est 'arrondi au plus prés avec arrondi pair (zéro comme
dernier bit) si 'on se situe au milieu de deux nombres flottants. L’arrondi vers —oo et
+00 est aussi supporté par la norme; cela facilite I'implémentation de 'arithmétique
d’intervalle par exemple. Le quatriéme mode d’arrondi est 'arrondi vers zéro (autrement
dit la troncature).

La norme IEEE 754 fournit un systéme clos dans le sens ot chaque opération produit
un résultat. Elle définit pour ce faire des valeurs spéciales :

— les valeurs +o00 et —oo représentent les infinis positifs et négatifs. Elles sont retour-

nées comme résultat d’un overflow.
— les valeurs 0" et 0~ correspondent a I'inverse des valeurs infinies.
— la valeur NaN (Not a Number) correspond a des résultats indéterminés.

Type d’exception Exemple Résultats

Opérations invalides | 0/0,0 X 0o,y/—1 NaN (Not a Number)
Overflow +00

Division par zéro nombre fini/0 +oo

Underflow nombres dénormalisés
Inexacte quand fl(x o y) # x oy | arrondi correct

1.5 Améliorer la précision du résultat

Il y a plusieurs fagons d’améliorer la précision d’un résultat. La plus naive consiste a
effectuer les mémes calculs avec une arithmétique de précision supérieure.

1.5.1 Augmenter la précision du calcul

Une facon possible pour augmenter la précision est de travailler avec une précision
courante plus grande. Cette précision supérieure peut étre soit disponible en matériel soit
émulée en logiciel.

Pour ce qui est du matériel, la norme IEEE 754 prévoit par exemple la double précision
si le calcul initial avait été effectué en simple précision. Au-dela de la double précision,
la norme IEEE prévoit une précision étendue mais elle n’est pas normalisée. Certains
processeurs tel I'Intel Pentium posseédent des registres flottants de 80 bits et font donc
systématiquement tous les calculs avec 80 bits indépendamment du type simple ou double
des opérandes.

Des solutions logicielles existent : on parle alors de multiprécision. De nombreuses
bibliotheques multiprécision ont été développées. On peut les diviser en trois grandes
classes :
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— les bibliothéques multiprécision utilisant un format multiple-digit ott un nombre est
exprimé comme une suite de bits couplé & un exposant. Les exemples de biblio-
théques sont MPFUN [7, &] de Bailey, MP [23] de Brent, MPFR [2] ou GMP [1].

— les bibliothéques a précision étendue fixée utilisant un format multiple-component
mais avec un nombre limité de composants. Les exemples classiques sont les double-
double |9] de Bailey, les double double [21] de Briggs (les nombres double-double
sont représentés comme une somme non évaluée de deux doubles) et les quad-
double [31] (les quad-double sont représentés comme une somme non évaluée de
quatre doubles).

— les bibliothéques multiprécision arbitraires utilisant un format multiple-component
ou les nombres sont exprimés comme des sommes non évaluées d’un nombre ar-
bitraire de nombres flottants. Des exemples de telles bibliothéques sont celles de
Priest [164, 165] et Shewchuk [179, 180].

1.5.2 Reéécrire les algorithmes

Une modification de 'ordre des instructions peut conduire a un résultat exact ou bien
de meilleure qualité. Réécrire I'algorithme permet alors de réduire 'erreur finale. Des
exemples typiques de ce type de résultat sont donnés par les algorithmes de sommation de
n flottants. Lorsque que I’on veut additionner des nombres positifs, la sommation récursive
ordonnée par ordre croissant est celle qui a la plus petit erreur directe a priori [37].

1.5.3 Correction des algorithmes

L’exemple de la sommation nous permet d’illustrer ’amélioration de la précision grace
a un processus de correction. Une telle approche est possible car nous pouvons dans ce
cas calculer 'erreur que nous avons commise a chaque opération élémentaire. Rappelons
par exemple la proposition suivante qui dit qu’avec une arithmétique flottante binaire
avec arrondi au plus prés, 'erreur commise lors de la sommation est un flottant et en
plus qu’elle est calculable dans 'arithmétique flottante utilisée.

Proposition 1.1 (Dekker [16]). Soient a et b deux nombres flottants dans F tels que
la| > |b] et s =fl(a+b). On a alors

a+b=s+)9,
ot 0 est le nombre flottant de F calculé par
d="f((a—s)+0b).

Kahan a utilisé ce résultat pour corriger ’algorithme de sommation de n nombres
flottants. Aprés chaque sommation partielle s; = s;_1 + x;, son algorithme de sommation
compensée calcule l'erreur associée ¢; et 'ajoute au terme suivant x;,; avant de calculer
la prochaine somme partielle s; ;1. Cet algorithme améliore la borne d’erreur d’un facteur
n par rapport a 'algorithme de sommation récursif. De nombreuses variantes de ce type
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de correction ont été proposées. Pour la sommation, la meilleure amélioration semble étre
'algorithme doublement compensé de Priest [165]. Cet algorithme suppose que les entrées
sont triées et renvoie un résultat quasi-optimal : en effet, la somme calculée s satisfait
|5 — s|/|s|] < 2u.

Nous allons maintenant présenter une méthode de correction automatique [120] basée
sur les mémes types de techniques. Supposons que nous devons évaluer une fonction f en
les données D = (dy,...,d,) avec un algorithme ¢ utilisant des variables intermédiaires
dpi1, - .-, dy. Nous supposerons par simplicité que f et les d; sont des quantités scalaires.
Nous supposerons aussi que chaque dy (k > n) est le résultat d’une opération élémentaire,
+, —, X, / ou une racine carrée. Nous noterons & 'erreur d’arrondi associée. Au premier

ordre, la solution calculée g]\\[ satisfait

N
dy — d...dn:E — (D, )d. 1.11
N f( 1 ) ) adk( ) k ( )
k=n+1
Langlois [120] présente une méthode appelée CENA qui calcule la linéarisation (1.11)

de l'erreur et additionne cette quantité a la solution calculée. Les dérivées sont calculées
par différentiation automatique et les erreurs d’arrondi sont calculées exactement (avec les
mémes types d’outils que pour la proposition 1.1). Pour la classe des algorithmes linéaires
définis dans [120] dont font partie par exemple 'algorithme de Horner, la relation (1.11)
est exacte et la méthode CENA fournit une solution corrigée avec une faible erreur.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les bases de l'analyse d’erreur. Nous nous
sommes intéressés a la notion de conditionnement d’un probléme, qui mesure la sensibilité
de la solution a une perturbation des données. Nous nous sommes ensuite intéressés a la
notion d’erreur inverse qui révéle ou non la stabilité d’un algorithme. Nous avons ensuite
présenté les bases de 'arithmétique flottante et en particulier la norme IEEE 754. C’est
la norme couramment implémentée pour les calculs en virgule flottante.

Toutes les notions présentées dans ce chapitre sont essentielles et seront utilisées fré-
quemment dans le reste de la thése.
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Chapitre

Conditionnement structuré de
I’évaluation polynomiale

L’évaluation polynomiale est une opération constamment utilisées en calcul scienti-
fique et en ingénierie. En pratique, les coefficients des polyndémes ne sont connus qu’avec
une certaine incertitude. La sensibilité de I'évaluation polynomiale par rapport a des
perturbations sur les coefficients a été étudiée avec la notion de conditionnement (voir
le chapitre 1). Le conditionnement d’un probléme mesure la sensibilité du résultat par
rapport a de petits changements sur les données.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au conditionnement de 1’évaluation d’un po-
lynéme donné en un point donné. Le conditionnement de I’évaluation a été étudié dans
de nombreux articles pour des polynomes a coefficients complexes [206]. Cela signifie que
I'on autorise des perturbations complexes sur les coefficients complexes du polynéme.
Cependant, pour un polynéme a coefficients réels, il semble plus naturel de n’autoriser
seulement que des perturbations réelles des coefficients réels. C’est par exemple le cas
quand les coefficients du polynome décrivent des valeurs physiques. Une autre motivation
pour contraindre le conditionnement a décrire des perturbations réelles vient du calcul
en précision finie. En effet, les erreurs d’arrondi d’un calcul sur des nombres réels en
précision finie sont des nombres réels.

L’erreur inverse mesure la stabilité d’un algorithme numérique. Combinée avec le
conditionnement, on obtient une borne sur I'erreur directe de la solution calculée par 'es-
timation empirique (1.1). Cette régle justifie I’étude simultanée de 'erreur inverse et du
conditionnement pour le probléme considéré ici. Nous considérons donc aussi I’étude de
I’erreur inverse pour le probléme de I’évaluation d’un polynéme donné en un point donné.

La principale contribution de ce chapitre est la définition et I'obtention d’une formule
calculable pour le conditionnement et l'erreur inverse réelle pour 1’évaluation polyno-
miale. Nous montrons ainsi qu’il y peu de différence entre le conditionnement réel et le
conditionnement classique. Par contre, la différence peut étre importante entre I’erreur
inverse réelle et ’erreur inverse classique.
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Le reste du chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section 2.1, nous
considérons le conditionnement de 1’évaluation d’un polyndéme en un point donné. Nous
considérons d’abord le conditionnement de I’évaluation d’un polynoéme a coefficients com-
plexes en un point complexe en autorisant des perturbations complexes sur les coefficients
du polynéme. Nous nous intéressons ensuite au conditionnement de I’évaluation d’un po-
lynome & coefficients complexes en autorisant seulement des perturbations réelles sur les
coefficients. Dans la section 2.2, nous considérons l'erreur inverse pour 1’évaluation d’'un
polynoéme en un point donné. Nous considérons tout d’abord le cas de polyndémes a coef-
ficients complexes et ensuite nous nous restreignons au cas des polynomes a coefficients
réels.

2.1 Conditionnement de ’évaluation polynomiale

Dans cette section, nous considérons le conditionnement pour le probleme de 1’éva-
luation polynomiale en un point donné. Dans la premiére sous-section, nous rappelons
les résultat sur le conditionnement pour des perturbations complexes. Dans la deuxiéme
sous-section, nous introduisons le conditionnement réel pour I’évaluation polynomiale.
Nous établissons une formule calculable pour ce conditionnement. Enfin, dans la derniére
sous-section, nous étudions le lien entre le conditionnement de ’évaluation et la notion
de pseudozéros.

2.1.1 Conditionnement de polynémes a coefficients complexes

Pour n > 1, on définit par P,(C) l'espace des polynéomes a coefficients complexes de
degré au plus n. Soit p € P,(C) un polynéme de degré n donné par

p(z) = Z pizi-
i=0

Nous représenterons souvent p par le vecteur de ces coefficients (po,p1, ..., pn)T. Nous
identifierons aussi la norme |[|-|| sur P,,(C) a la norme 2 sur C"*! du vecteur correspondant.
Dans ce chapitre nous travaillerons uniquement avec la norme 2 notée || - ||. Cela signifie
que

" 1/2
Ipll = (Z !pi\2> - (2.1)

La définition classique pour le conditionnement de I’évaluation polynomiale en un
point donné est la suivante.

Définition 2.1. Soit p € P,(C) un polynoéme de degré n et zy un nombre complexe
donné. Le conditionnement de I’évaluation de p en z, est

|0p(20)]
l|op]|

K o=t { 08 5 € 7, ), il = 2
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Une expression calculable pour le conditionnement est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 (Zhang [206]). Soit p € P,,(C) un polynome de degré n et zy un nombre
complexe donné. Le conditionnement pour ’évaluation polynomiale de p en zy vérifie

K(z0,p) = ||z0ll,
avee zg = (1,29, ..., 2)".

Démonstration. De I'inégalité de Holder, on obtient

< [|oplll|zoll-

op(z0)] = | 3 omiz
=0

On en déduit que K€(z9,p) < [|20]|- Il nous reste a prouver que la borne ||z|| peut étre
atteinte par un bon choix de dp. Notons zy = |20|e? et dp = (|z0]*e™*?)1—0.n. Nous avons
alors dpzo” = ||zo| ce qui termine la preuve. [ |

2.1.2 Conditionnement de polynémes a coefficients réels

Dans cette sous-section, nous autorisons seulement des perturbations réelles sur les
coefficients d’un polynéme réel.

Définition 2.2. Soit p € P,(R) un polynéme de degré n et zy un nombre complexe. Le
conditionnement réel de I’évaluation de p en zy est défini par

\5p(20)|
o]l

K®(z,p) = lim sup { :0p € Po(R), ||dp]| = 8} :

Une expression calculable pour le conditionnement réel est donnée par le théoreme
suivant.

Théoréme 2.2. Soit p € P,(R) un polynoéme de degré n et zy un nombre complexe. Le
conditionnement réel de [’évaluation de p en zy est

K™ (z,p) = %\/(HUH2 + [l + (el = [vl?)? = 4(uv)*)1?),

ou u et v sont respectivement les parties réelles et imaginaires de zg.

Démonstration. D’apreés la définition 2.2, on a
K™ (29, p) = sup {|6p” 20 : 0p € Pu(R), [|0pl| = 1},
et par conséquent,

K®(20,p)? = sup {|6p" z|* : 0p € P, (R), ||6p|| =1} .



30 Chapitre 2. Conditionnement structuré de 1’évaluation polynomiale

On utilise ici une méthode issue de la thése de Hough [100]. Ecrivons zy = u + iv, ou u
et v sont respectivement les parties réelles et imaginaires de zy. Avec ces notations, on a

120" 6p|* = 6p" (uu” + vo")dp.
En appliquant le théoréme du quotient de Rayleigh (voir [99, p.176]) on trouve
sup {|z0"6p|*, op € Po(R), |6p] = 1} = Apax(uu” + v0™),

Ol Apax(A) dénote la plus grande valeur propre de la matrice A. La matrice uu” +vv” est
de rang 2 et son image est I'ensemble Vect(u, v). Soit A une valeur propre de uu® + vo’
et au + bv, a,b € R un vecteur propre. Il s’en suit que

(uu” + vo")(au + bv) = A au + bv).
On peut réécrire cela sous la forme
uTu ulv a\_ (¢
viu vTw b ) b )

Les valeurs propres de cette matrice sont les racines de son polyndéme caractéristique qui
est
P(X)=X?— (u"u+v"0)X + (u"w)(vTv) — (u"v)2.

Les deux racines de ce polynéme sont

{X1 = 30l + ol + (P = ol)? = 4Ty,
X = S0l + ol = (P = ol)? = 4T o)) /).

En conséquence
1
Amax(u” +v0) = S ([l + ol + ((lull” = [0]]*)?* = 4(u0)*)),
et donc K®(29,p)? = Mpax(uu? + vv?). Par conséquent,
1
K™ (z0,p)” = 5 (Ilull® + oll* + ((Qlull® = flol*)* - 4(uTv)?)V?),
ol u et v sont respectivement la partie réelle et imaginaire de 2o, d’oti le résultat. |

Soit p € P,(R) un polynéme a coefficients réels. Comme
1
KRZ> = —F ul|2 + ||v]|2 4+ ((||u]|2 = ||v]|2)? — 4(uTv)2)1/?),
(20,P) \/§\/(H 12 Dol + (el = {[vf?)? = 4(uTv)2)12)

E(z0,p) = V/llull?+vll?,

on en déduit

K€(20,p)/V2 < K®(20,p) < K€(20,p). (2.2)
Pour p(z) = z+1et 2o = 1, on a K®(z,p) = KC(20,p) = V2. Pour p(z) = 2° + 2
et 2o = 4, on a K®(z,p) = 2 et K€(2,p) = 2. Par conséquent la relation (2.2) est
optimale.
Remarque. Sile polynome p est a coefficients réels et si 2z est aussi réel, alors on doit avoir
K©€(20,p) = K®(2,p). Cela se vérifie en prenant v = 0 dans les formules précédentes.
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2.1.3 Conditionnement et ensembles des pseudozéros

Etant donné un réel € > 0, le e-voisinage de p est I'ensemble des polynomes de P, (C),
suffisamment proches de p, c’est-a-dire,

Ne(p) ={P € Pu(C) : lp—Dll <&}

L’ensemble des e-pseudozéros de p est ’ensemble des racines de tous les polynémes conte-
nus dans le e-voisinage de p, c’est-a-dire,

Z:(p) ={z € C:p(z) = 0 pour p € Nc(p)}.
Le théoréme 2.3 ci-dessous fournit une formule calculable pour caractériser cet ensemble.

Théoréme 2.3 (Trefethen et Toh [192]). L’ensemble des e-pseudozéros de p vérifie

Z:(p) = {Z €C:g(z) = p(2) < e},

[E]

owz=(1,z...,2"7".

Zhang a remarqué que bien que le probléme de I’évaluation polynomiale et la recherche
de racines soient deux problémes bien distincts, il y a une relation importante entre leur
conditionnement. En effet, on définit le conditionnement relatif de 1’évaluation de p en z

par
0p(20)[/|p(20)]
1opll/lpll

On déduit immédiatement du théoréme 2.1 que

Kgl(zo,p) = l%sup{ :0p € Pu(R), ||0p|| = 5} .

_ lpllizol

C(z0,p) = .
Bralao.p) = 700

rel

Du théoréme 2.3, on déduit alors le corollaire suivant.
Corollaire 2.1 (Zhang [200]). Soit p € P,(C) un polynéme et € > 0. On a

1
Zeiol (D :{zEC:—gs}.
101 (P) KS(=p)

2.2 Erreur inverse pour I’évaluation polynomiale

Dans cette section, nous considérons I'erreur inverse pour le probléme de ’'évaluation
polynomiale. Comme dans les sections précédentes, nous regardons d’abord le probléme
avec des polyndmes a coefficients complexes et nous autorisons des perturbations com-
plexes de ces coefficients. Nous nous restreignons ensuite aux polynémes a coefficients
réels et nous n’autorisons alors que des perturbations réelles de ces coefficients.
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2.2.1 Erreur inverse de polyndtmes a coeflicients complexes

Définition 2.3. Soient p € P,(C) un polyndéme de degré n et b € C une approximation
de p(x), x € C. L’erreur inverse de 1’évaluation de p en x est définie par

1S, (b) == min{||6p| : 6p € P.(C), (p+ dp)(x) = b}.

Lemme 2.1. La solution du probleme de minimisation

{ min ||p|%,

tel que p(x) —b=0,

ot p est un polynome de P,(C) et o x et b sont deux nombres complezes fizés, est

A 1 T
P(2) = =—— » bT'2 = bz’ 2.
ST =T TR

De plus, on a
|b] 0]

Pl = =T
SN

Démonstration. C’est un probléme de minimisation strictement convexe si bien que la
solution existe et est unique. Posons p = Z?:o p;z’ € P,(C) avec p; = a; + i3;. Notons
par L(p, A\, u) le Lagrangien défini par

L(p, A, 1) = [[p|I* + 2A Re(p(x) — b) + 2 Im(p(z) — b).
On remarque aisément que

{ 2Re(p(z) — b) = p(x) = b+p(z) = b,
2Im(p(z) — b) = —i(p(z) — b — p(x) +b).

La solution p satisfait au théoréme des multiplicateurs de Lagrange ce qui signifie que

0
@:0 and a—ﬁj:() pour tout j=0:n.

Puisque nous avons les relations

oL

— =2a; + (A +ip)d + (A —ip)z! =0, (2.3)
(304]-
oL ‘ i . ;
95, = 206; + (—iA+ p)@ + (iX+ p)2? =0, (2.4)
J

on obtient en faisant (2.3) +4(2.4),

pj=—\+ip)7, Vji=0:n.
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De plus, en faisant (2.3)2? + i(2.4)iz’ et en sommant sur j, on obtient

p(v)

IR YN

Ainsi nous avons )
bz’ )
P = ~7 |2 VJ =0:n.
Zkzo ||
[ |

Grace au lemme précédent, on peut donner une expression explicite pour 'erreur
inverse.

Théoréme 2.4. Soient p € P,(C) un polynéme de degré n et b € C une approximation
de p(z), x € C. L’erreur inverse satisfait

b —p@)] _ [b—p@)]

[ |l ]

Démonstration. L’erreur inverse est la solution du probléme de minimisation suivant

75 (b) =

min [|6p||?,
tel que op(z) — (b—p(x)) =0.
Le résultat est alors une conséquence directe du lemme 2.1. |

Remarque. En fait, nous pouvons déduire ce résultat du calcul de I'erreur inverse sur les
racines de polynéme.

Nous verrons au chapitre 10 qu’étant donné p € P,(C) un polynéome de degré n et z
une racine approchée de p, on définie 'erreur inverse en z par

1, (2) = min{[|0p]| : &p € Pu(C), (p +dp)(2) = 0}.

On montrera aussi que 7y (z) = ot z := (1,2,2%,...,2")T. On remarque facilement

que
Voo (b) = min{|dp]| - 5p € Pu(C), ((p —b) + dp)(x) = 0}.

On en déduit alors que 7S, (b) = 7S ,(x) pour le polynéme p — b.

2.2.2 Erreur inverse de polyndmes a coefficients réels

On s’intéresse maintenant au cas ot le polyndéme est & coefficients réels et ot 'on
n’autorise que des perturbations réelles de ses coefficients.

Définition 2.4. Soient p € P,(R) un polynéme de degré n et b € C une approximation
de p(z), € C. L’erreur inverse réelle de I’évaluation de p en x est définie par

Y (b) := min{||6p| : 6p € Pu(R), (p+ 6p)(z) = b}.
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On peut alors donner une expression explicite pour cette erreur inverse.

Théoréme 2.5. Soient p € P,(R) un polynoéme de degré n et b € C une approzimation
de p(x), x € C. L’erreur inverse réelle en = est donnée par
1
R
b) —
e ®) = GG 0, RG1 (2. ))

ot Gr(x,b), Gr(x,b) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de

Glah) = - !

m(l,m, M)t

Démonstration. Soient p € P,(R) un polynéme de degré n et z une racine approchée de
p. L’erreur inverse réelle en z est

i (z) == min{||6p| : 6p € Pu(R), (p+ 0p)(2) = 0}.
Etant donnés z,y € R"*!, on définit par

d(z,Ry) = inf [lz — ayl,

la distance du point z € R"™ a la droite Ry = {ay,a € R}. On montrera au cha-

. ; . , , R _ 1
pitre 10 que Perreur inverse réelle en z est donnée par 7, (z) = TG KRG avec
G(z) = ;ﬁu? z,..., 2" et Gg, G| sont respectivement les parties réelles et imaginaires
de G(z). Il est clair alors que nous avons

V(b)) = min{[[6p]| : op € Pu(R), ((p —b) + dp)(z) = 0}.
Cela signifie que ’y}fx(b) = nzlf_b(x) pour le polynéme p — b. [ |

Remarque. On peut se demander si S, (b) & 7,5, (b). En fait, %S, (b) peut étre tres différent

de 7)%,(b). Si par exemple p(z) = 241 et b = —1, un calcul direct montre que 7%, (b) = 1
alors que v, (b) = (14 1/[z[*)~*% et donc 7, (b) — 0 quand z — 0.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme classique de 1’évalua-
tion polynomiale sous 'aspect du conditionnement et de 'erreur inverse. Etant donné
un polynome & coefficients réels, nous avons défini un conditionnement et une erreur in-
verse réelle, c’est-a-dire que nous autorisons seulement des perturbations réelles sur ces
coefficients. Nous avons donné une formule explicite pour ces expressions.

Nous avons surtout montré qu’il y a peu de différence entre le conditionnement clas-
sique et le conditionnement réel. Par contre, il peut y avoir une différence importante
entre I'erreur inverse classique et 'erreur inverse réelle.

Ceci permet de justifier 'utilisation du conditionnement complexe méme pour des
polyndémes a coefficients réels. Néanmoins, il faut étre plus prudent lors de l'utilisation
de l'erreur inverse complexe en lieu et place de 'erreur inverse réelle.



Chapitre

Evaluation précise de polynémes par la
méthode de Horner

3.1 Introduction

Les polynomes apparaissent dans beaucoup de domaines du calcul scientifique et de
I'ingénierie. Des applications en géométrie algorithmique et modélisation, mécanique,
traitement du signal, ingénierie civile, robotique, simulation sont rapportées dans [65].
Développer des algorithmes rapides et fiables reste un des grands challenges actuels. Les
méthodes de calcul numérique de racines se basent en général sur des méthodes itéra-
tives de type Newton. Ces méthodes nécessitent d’évaluer un polynéme et ses dérivées.
Higham [37, chap. 5| consacre, par exemple, un chapitre entier aux polyndmes et en
particulier a ’évaluation polynomiale.

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, le conditionnement de I’évaluation polyno-
miale peut étre trés élevé au voisinage d’une racine multiple. Par conséquent, I’évaluation
par la méthode de Horner peut donner une erreur directe trés grande. Néanmoins, la mé-
thode de Horner est inverse-stable. L’idée de ce chapitre est donc de modifier I’algorithme
de Horner afin de diminuer I'erreur directe.

Nous présentons un algorithme rapide et précis pour évaluer un polynéme univarié
en précision finie. Par précis, nous entendons que la précision du résultat calculé est
similaire & celle donnée par le schéma de Horner calculé avec une précision double de la
précision courante. Par rapide, nous entendons que l'algorithme est plus rapide que les
algorithmes existants donnant la méme précision pour le résultat calculé. Nous montrons
aussi comment calculer une borne d’erreur dynamique certifiée en précision finie pour
vérifier la précision du résultat calculé. Tous ces algorithmes s’exécutent & une seule
précision fixée (pas besoin de précision plus grande) et sont portables si ’on suppose que
I’arithmétique flottante satisfait a la norme IEEE 754.

Puisque nous améliorons le schéma de Horner de fagon similaire a la sommation com-
pensée de Kahan [109], notre algorithme est présenté comme le schéma de Horner com-
pensé. Les méthodes présentées dans ce chapitre sont fortement inspirées de 'article « Ac-
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curate sum and dot product » d’Ogita, Rump et Oishi [153]. En particulier, les preuves
sur les bornes d’erreurs utilisent les techniques introduites dans cet article.

3.1.1 Evaluation polynomiale numérique

Le schéma classique de Horner est un algorithme optimal d'un point de vue de la
complexité pour évaluer un polyndéme p dans la base canonique monomiale [197, p.371].
Il est implémenté dans bon nombre de logiciels et bibliotheéques scientifiques, par exemple
SPOLY et DPOLY dans IBM ESSL, gs_poly_eval dans GNU GSL, polyval dans MAT-
LAB, etc. La faible erreur inverse introduite par le schéma de Horner dans I’évaluation
en précision finie justifie son intérét pratique en arithmétique flottante. On peut mon-
trer [37, p.95] que I’évaluation en précision finie de p(x) est 1’évaluation exacte en  d'un
polynoéme obtenu en perturbant les coefficients de p avec une erreur relative de taille 2nu
ou n est le degré du polynome et u la précision du calcul.

La précision relative du résultat p(z) calculé par le schéma de Horner vérifie I'estima-
tion empirique (1.1) qui relie 'erreur directe au conditionnement et a l'erreur inverse. On
rappelle que le conditionnement classique pour I'évaluation de p(z) = > 1 a;x" en z¢ est

> ico \ainpli _ 2’5(|5130|)‘
| > i @i Ip(0)]

On vérifie alors |37, p.95] que la précision relative du résultat calculé p(x) est bornée par

cond(p, zo) =

~,

p(z) — pla)]

)] < a(n)ucond(p, x),

ot a(n) est une fonction linéaire du degré n du polynéme (typiquement ici a(n) ~ 2n).
On retrouve un analogue de l'estimation empirique (1.1). Le probléme est que le résultat
calculé peut étre extrémement moins précis que la précision courante u si I'évaluation
du polynéme est mal conditionnée. C’est par exemple le cas au voisinage d’une racine
multiple ou tous les chiffres du résultat calculé peuvent étre faux.

Comment peut-on évaluer de maniére plus précise un polynéme (arbitrairement) mal
conditionné ? Avant de décrire les méthodes existantes, distinguons deux niveaux de mau-
vais conditionnement. Si I'on calcule avec une précision u, I’évaluation de p(z) est mal
conditionnée si 1 < cond(p, 7o) < u~'. Nous dirons que I'évaluation est arbitrairement
mal conditionnée si cond(p, xy) = u~!. Dans ce chapitre, nous considérons des polynémes
a la fois mal conditionnés et arbitrairement mal conditionnés.

Si la précision u n’est pas suffisante pour garantir une précision donnée, on peut alors
utiliser des bibliothéques multiprécision. Des expansions de longueur fixe telles que les
« double-double » ou les « quad-double » [24, 9, 81| sont des solutions possibles pour
simuler une précision double ou quadruple de la double précision IEEE 754. Par exemple,
un quad-double est une somme non-evaluée de quatre nombres flottants double précision
IEEE 754 ce qui donne au moins 212 bits de précision. C’est ce type d’expansions qui est
utilisé dans les XBLAS [127]. Dans ce contexte, la fagon la plus naturelle pour augmenter
la précision d’un programme est de faire les calculs internes avec une précision étendue
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et d’arrondir ensuite le résultat a la précision courante. Si le temps de calcul n’est pas
une contrainte, des bibliothéques en précision arbitraire fournissent la solution (voir par
exemple [2, 23, 165, 180]).

3.1.2 Le schéma de Horner compensé améliore ’estimation em-
pirique classique

Nous présentons un algorithme précis et efficace pour 1’évaluation de polynémes a une
indéterminée. Nous nous intéressons au schéma de Horner et nous supposons que tous les
calculs sont effectués a une précision fixée, en général la double précision IEEE 754. Par
algorithme précis, nous entendons que la précision de la solution calculée est similaire &
celle donnée par 'algorithme de Horner en précision supérieure (typiquement en utilisant
des expansions de longueurs fixes). La encore, la précision du résultat dépend toujours du
conditionnement cond(p, z). Par efficace, nous entendons que I’algorithme soit au moins
aussi rapide que la version calculée par des expansions de longueur fixe produisant un
résultat de méme précision. Notre algorithme (utilisant seulement la précision courante)
est portable a condition que l'arithmétique réponde a la norme IEEE 754 ce qui est le
cas de la plupart des arithmétiques utilisées de nos jours.

L’algorithme de Horner compensé que nous proposons ne requiért ni branchement
ni accés a la mantisse et utilise seulement la précision courante. Nous montrons que le
résultat calculé res par le schéma de Horner compensé est aussi précis que s’il avait été
calculé en précision doublée. Cela signifie que le résultat res satisfait une estimation
empirique compensée,

res — p(z)|

200) < u+ fB(n)u cond(p, ). (3.1)

La fonction 3 est ici une fonction linéaire de n, le degré du polynome et u est la précision
du calcul. Le second terme de la partie droite de (3.1) refléte la précision obtenue avec
un algorithme inverse-stable exécuté en précision double u?. Le premier terme vient lui
de I'arrondi final a la précision courante u.

Nous donnons aussi une borne d’erreur dynamique pour la précision du schéma de Hor-
ner compensé. On prouve que cette borne est valide et qu’elle est calculable en précision
finie. Le schéma de Horner compensé et cette borne peuvent alors remplacer utilement le
couple classique schéma de Horner/borne d’erreur dynamique quand une précision plus
grande est nécessaire (voir Higham [37, chap. 5]). C’est par exemple le cas pour obtenir
un critére d’arrét pour la méthode de Newton au voisinage de racines multiples.

3.1.3 Utilisation de transformation exacte pour augmenter la
précision
L’algorithme de Horner compensé permet de réduire les erreurs d’arrondi générées par

les calculs en précision finie dans le schéma de Horner. Le point clé pour I’augmentation
de cette précision est ce qu’Ogita, Rump et Oishi [153] ont appelé des transformations
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exactes (« error-free transformations »). Cela signifie que pour deux nombres flottants a
et b et une opération arithmétique o = {4, —, -} et fl(z) 'évaluation en flottant du réel
x, il existe un nombre flottant e, calculable en arithmétique flottante, tel que

aob=1l(aob)+e.

D’autres transformations exactes existent pour l'inverse et le FMA. Nous détaillerons ci-
apres les algorithmes correspondants dus & Kahan [109], Mgller [140], Knuth [116], Dek-
ker [16], Boldo et Muller [15].

En fait, 'augmentation de la précision résulte de la correction de l'erreur d’arrondi
globale p(z) — p(z), ou p(x) est le résultat du schéma de Horner en précision courante.
Une telle correction a été précédemment expérimentée par Pichat [162] pour la somme et
aussi mentionné dans [163] pour le schéma de Horner.

En utilisant les résultats de Tienari [185] et Linnainmaa [129, 131] sur les erreurs de
linéarisation, Langlois a développé une méthode et un logiciel qui calculent une correction
pour les erreurs d’arrondi au premier ordre [120, |. Il a aussi montré que le schéma de
Horner peut étre corrigé en calculant (exactement) le terme du premier ordre de p(z) —
p(z). Le calcul de la correction générique dans [120] se fait en utilisant les transformations
exactes et la différentiation automatique.

Nous avons déja mentionné que notre algorithme est au moins aussi rapide que si on
exécutait l'algorithme classique de Horner en utilisant des expansions de longueur fixe
tout en partageant la méme précision pour le résultat calculé. L’efficacité pratique de
I'utilisation des transformations exactes a été mise en évidence dans [153]. D’un point
de vue théorique, le calcul dans les étapes de 'algorithme compensé est trés similaire au
calcul avec des « double-double » mais sans faire les rénormalisations nécessaires pour
obtenir les non-chevauchements dans la représentation des « double-double ». En terme
de performance, nos simulations montrent que le schéma de Horner compensé est plus de
deux fois plus rapide que le schéma de Horner avec les « double-double ».

3.1.4 Organisation du chapitre

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section 3.2, nous rappelons le
modeéle standard de I'arithmétique flottante IEEE 754 ainsi que quelques notations clas-
siques. Dans la section 3.3, nous rappelons les transformations exactes pour la somme et
le produit de deux nombres flottants. Dans la section 3.4, nous rappelons la méthode de
Horner pour I’évaluation polynomiale ainsi que I’analyse d’erreur associée. Nous propo-
sons ensuite une méthode de Horner compensée qui permet d’évaluer un polynéme avec
une précision identique a celle obtenue si les calculs étaient effectués en précision double.
Dans la section 3.5, nous présentons des résultats numériques montrant 'efficacité et la
précision de I'algorithme proposé.

3.2 Modéle standard et notations

Dans ce chapitre, nous supposons que 'arithmétique flottante utilisée satisfait a la
norme [EEE 754 (voir [103] et le chapitre 1). L’ensemble des nombres flottants est noté
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F, 'unité d’arrondi u et 'unité d’'underflow u. On suppose que 1'on n’a pas d’overflow
dans les calculs. Pour la double précision IEEE 754, on a u = 27°% and u = 271974,

Nous noterons par fl(-) le résultat d’un calcul ou toutes les opérations effectuées a
I'intérieur de la parenthése sont effectuées dans la précision courante. Nous rappelons
que, dans la norme IEEE 754, les opérations satisfont

fllaob) =(aob)(l4+¢e1)=(aob)/(1+ey) pour o ={+,—} et e, <u
et

ﬂ(aob) = (aOb)(1+€1)+771 :(CLOZ))/<1+€2)+772
pour © = {7/} et |€V| < u?‘nl/| su

L’addition et la soustraction sont exactes en cas d'underflow [79] et €171 = 919 = 0 pour
la multiplication et la division [37, p.56]. Cela implique que

laob—fl(aob)| <ulaob| et [aob—fl(aob)| <ulfi(ach)| pour o ={+,-} (3.2)
et

laob—fl(aob)| <ulaob|+uet
laob—1fl(aob)| <ulfl(aod)|+upouro={/}. (3.3)

On remarque que aob € R et fl(a o b) € F mais quen général on n'a pas aob € F.
On peut montrer que pour les opérations élémentaires +, —, -, I'erreur d’approximation
d’une opération flottante est encore un nombre flottant (voir par exemple [10]) :

r=1flaxb) = atb=x+y avecyecF,

r=1f(a-b) = a-b=x+y avecyeckF, (3-4)

si on suppose qu’il n’y a pas d’'underflow pour la multiplication. Ce sont des transforma-
tions exactes du couple (a,b) en un couple (z,y).

Une méthode efficace pour prendre en compte les termes en puissance de 1 + ¢ est
décrite dans [37, p.67]. On notera (k) le compteur d’erreur défini par

k
(k) = H(l +e;) avec pi==41 et |g <u
i=1
Une régle utile pour ce compteur est (j)(k) = (j)/(k) = (j + k). Une autre quantité utile
lors de majorations pour obtenir des bornes d’erreur est
nu

Vi pour n € N.

11— nu
Les quantités (n) et v, sont liées par la relation
(n) =140, avec |6,,| < vn.
En utilisant la notation ~,, nous supposons toujours que nu < 1. Pour une utilisation
ultérieure, nous rappelons que nous avons les inégalités suivantes : v, < Y11, nu < 7, et
nu n(u+ u?) (n+1)u
< < = Vn+1-
l—-nu " 1—-(n+1lu " 1—(n+1)u

(14+u)y, =(1+u)
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3.3 Transformations exactes

Dans cette section, nous montrons que 'erreur d’arrondi commise lors d’une opération
d’addition ou de multiplication peut se calculer en arithmétique flottante.
Pour I’addition, nous utilisons ’algorithme suivant da & Knuth [116, Thm B. p.236].

Algorithme 3.1. Transformation exacte de la somme de deux nombres flottants.

function [z,y] = TwoSum(a, b)

z=1fl(a+0b)
z=1fl(z —a)
y="M((e = (z=2)) + (b= 2))

Si l'on sait a l’avance que |a| > |b], on peut utiliser 'algorithme suivant dt a Dek-
ker [16].

Algorithme 3.2. Transformation exacte de la somme de deux nombres flottants.

function [z, y] = FastTwoSum(a, b)
r=1fl(a+0b)
y="M((a—2z)+0b)

Pour la transformation exacte du produit, nous devons d’abord découper les flottants
en entrée en deux parties. Soit p la longueur de la mantisse de la précision courante et
soit s = [p/2]. Par exemple, si la précision courante est la double précision IEEE 754,
on a p =53 et s = 27. L’algorithme suivant du a Dekker [16] découpe le flottant a € F
en deux flottants z, y. De plus, on a la relation

a =z +y et x,y ne se chevauchent pas et |y| < |z|.

Algorithme 3.3. Séparation exacte d’un nombre flottant en deux parties.

function [z,y] = Split(a)
factor — 2° +1
c = fl(factor - a)
x="1l(c—(c—a))
y =fl(a — x)

On peut maintenant formuler I'algorithme exact pour la multiplication attribué a
Veltkamp (voir [16]).

Algorithme 3.4. Transformation exacte du produit de deux nombres flottants.

function [z, y] = TwoProduct(a,b)
x =fl(a-b)
[a1,as] = Split(a)
[b1,b2] = Split(b
y = fl(ag by — (((x —ay - by) —az - by) —ay - by))
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Nous pouvons résumer les propriétés des algorithmes TwoSum et TwoProduct avec la
proposition suivante.

Proposition 3.1. Soita,b € F et x,y € F vérifiant [z, y] = TwoSum(a, b) (algorithme 3.1).
Alors, méme en présence d’un underflow,

atb=zty, w=fla+b), |yl <uel, |y <ula+b] (3.5)

Soit a,b € F et x,y € F vérifiant [x,y] = TwoProduct(a,b) (algorithme 3.4). Alors, en
absence d’underflow,

a-b=x+y, z=1H(a-b), |y <ulz], |yl <ula-b, (3.6)
et, en présence d’un underflow,

a-b=z+y+5n z=1M(a-b), [y <ulz|+5n,
ly| < ula-b|l+ 51 avec |n| <u. (3.7)

L’algorithme TwoProduct peut étre réécrit de maniére trés simple si un Fused-Multiply-
and-Add (FMA) est disponible sur larchitecture utilisée. C’est le cas par exemple avec
I'Intel Itanium, I'IBM RS/6000 ou 'IBM PowerPC. Cela signifie que pour a,b,c € F, le
résultat FMA(a, b, ¢) est le nombre flottant le plus proche de la somme exacte a-b+c € R
(voir |14, 15]). L’algorithme 3.4 peut alors étre remplacé par Ialgorithme suivant.

Algorithme 3.5. Transformation exacte d'un produit en utilisant un Fused-Multiply-
and-Add.

function [z,y] = TwoProductFMA(a,b)
r=a-b
y = FMA(a, b, —x)

Comme nous avons vu que le FMA pouvait étre trés utile, nous pouvons aussi penser
a un opérateur qui calcule I’arrondi au plus prés de la somme de trois nombres flottants.
Supposons donc que 1'on dispose de I'opérateur ADD3 tel que pour a, b, c € F, ADD3(a, b, ¢)
soit le flottant le plus proche de a + b+ ¢ € R. On peut alors remplacer 'algorithme 3.1
par le suivant.

Algorithme 3.6. Transformation exacte d’'une somme en utilisant ADD3.

function [z, y] = TwoSumADD3(a, b)
r=a+b
y = ADD3(a, b, —x)

Une transformation exacte pour le FMA a été récemment obtenue par Boldo et Mul-
ler [15]. L’erreur ne peut plus étre représentée par un seul nombre flottant mais par la
somme de deux nombres flottants.
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Algorithme 3.7. Transformation exacte pour le Fused-Multiply-and-Add.

function [x,y, z] = ErrFMA(a, b, c)
x="f(a-b+c)
[u1, us] = TwoProduct(a,b)
[, ap] = TwoSum(c, us)
(01, 2] = TwoSum(uy, )
3~ (61— 2) + B)
[y, z] = TwoSum(y, as)

3.4 Meéthode de Horner compensée

Dans cette section, nous rappelons la méthode de Horner pour 1’évaluation polyno-
miale ainsi que I'analyse d’erreur associée. Nous proposons ensuite une méthode de Horner
compensée qui permet d’évaluer un polynéme avec une précision identique a celle obtenue
si les calculs étaient effectués en précision double.

3.4.1 Meéthode de Horner classique

L’algorithme classique pour évaluer un polynéme

p(z) = Z a;xt
=0

est l'algorithme de Horner rappelé ci-dessous.
Algorithme 3.8. Algorithme de Horner pour ’évaluation polynomiale

function res = Horner(p, x)
Sp = Qp,
fori=n—-1:-1:0

S; = ﬂ(si—l—l - T+ CLZ‘)
end
res = S

Une borne pour l'erreur directe de cet algorithme est (voir |87, p.95]) :

n

Ip(z) — res| < 72 Z |ai| 2| = ~y2nD(| %))
i=0

ot p(z) = Y1 o las|a’. Il est trés intéressant d’exprimer et d’interpréter ce résultat en
terme de conditionnement de I’évaluation polynomiale. On rappelle que ce conditionne-
ment est défini par

cond(p, z) := lim sup

e—0

{ (p + Ap)(x) — p(x)]

L [[Ap <6},
Ip(@)] il
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e 5 glallal _ (el
o aillzlt pllx
cond(p, r) = ==0 = : (3.8)
p(z)] p(z)]
On en déduit que
p(x) — res
% < Y, cond(p, x).

On remarque donc que pour cond(p,x) > 1/72,, on ne peut garantir aucun chiffre du
résultat calculé.

Si I'instruction FMA est disponible, alors on peut remplacer la ligne s; = fl(s;41-x+a;)
dans l'algorithme 3.8 par s; = FMA(s;41, 2, a;). Cela permet d’améliorer un peu la borne
d’erreur car dans ce cas, le résultat calculé vérifie

[p(x) — res|
p()]

< 7, cond(p, z).

3.4.2 Meéthode de Horner compensée

L’algorithme de Horner compensé que nous proposons ici consiste a calculer les erreurs
d’arrondi commises dans I'algorithme d’Horner grace aux fonctions TwoSum et TwoProduct
et a les rajouter a la fin au résultat de I'algorithme de Horner classique. L’algorithme est
décrit ci-dessous.

Algorithme 3.9. Algorithme de Horner compensé pour ’évaluation polynomiale

function res = CompensatedHorner(p, z)
Sp = ay,
r, =0
fori=n—-1:-1:0
[pi, ;] = TwoProduct(s; 1, )
[si, 0;] = TwoSum(p;, a;)
ri = f((rig1 - @ + (M + 03))
end
res = Sy + 1o

Nous allons montrer que le résultat calculé par l'algorithme compensé 3.9 admet
une borne d’erreur bien plus précise que celle de 'algorithme classique. En fait, I'algo-
rithme 3.9 fournit un résultat comme si les calculs avaient été effectués en utilisant une
précision double de celle de la précision courante. Pour prouver cette affirmation, nous
avons besoin des résultats suivant.

Remarquons tout d’abord que d’apreés la proposition 3.1, on a s;.1 - = p; + m; et
p; + a; = s; + 0;. Par conséquent, on a

Si =841 x—m—o; pouri=0:n—1.
On déduit alors par récurrence que

p(x) = 50+ px(2) + po(2), (3.9)
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avec
n—1 n—1

so =fl(p(z)), p.= mei, et py = Zaixi. (3.10)
=0 i=0

Dans la suite, nous noterons souvent e(x) := p.(z) + p,(z). Dans ce cas, on a p(x) =
fi(p(x)) + e(x) et res = fl(p(x) + e(x)).

Lemme 3.1. Soit p(z) = Y ,a;x" un polynéme avec a; € F, 0 < i < n et x € F. Soit
Pr €l p, définis dans (3.10). Alors on a, en absence d’underflow,

Pr(lz]) + ps(2]) < y2np(l2]),
avec p(x) = Y1 |ai|z".
Démonstration. En utilisant la proposition 3.1 pour 'algorithme 3.9 on a pour i =1 : n,

Pail = [A(0—is1 - 2)] < (14 w)[sisall2]

. |$n—il = [A(Pn—i + an-i)| < (L +0)(|Ipn—il + |an-il)-
Montrons par récurrence sur ¢ = 1,...,n que
pn—il < (14 72i-1) Z |an—i+s127] (3.11)
j=1
et
sn—i] < (1+72) Z | @il |27]. (3.12)
j=0

Pour i = 1, comme s, = a,, on a |p,—1| < (1 4+ u)|a,||z] < (1 + 71)|an||z| et donc
(3.11) est vraie. De la méme fagon, comme |s,—1| < (1 4+ u) ((1 + 71)|an||z] + |an-1]) <
(1 4+ 72) (|an||z] + |an-1]), alors (3.12) est aussi vraie. Supposons maintenant que (3.11)
et (3.12) sont vraies pour un entier 7, 1 <4 < n. Alors on a

[Pr—iny| < (14 w)[snil|2].
De I’hypothése de récurrence, on déduit
Pr-+nl < (L+u)(1+92) Z |-l
j=0

i+1
< (L +v23i41)-1) Z |@n— (i 1)+5]|27 |-
j=1
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Ainsi, on a

Sn—+n] < (I + W) (|pn—gi+n)| + [@Gn—t1)])

i+1
< (L+w) (I + 920401 | D lan—snl|27] + lan—i)|
j=1
i+1
< (1 +76+1) Z | @it 1)45]127|.
=0

Les relations (3.11) et (3.12) sont donc vraies par récurrence. Par conséquent, pour i =
1:n,ona .

[Pl 2" < (1 4 72i-1)p()
et

|sn—il[z"™*] < (1 +72:)p(2).
D’aprés la proposition 3.1, on a |m;| < ulp;| et |o;] < uls;| pour i = 0 : n — 1. Par
conséquent,

n—1

(Px +po)(|z]) = Z |mi] 4 [os]) |27 < U_Z Pr—i| + |on—i])|z" "],
1=0

et donc

n

(P + o) (J2]) < UZ (2 + y2i-1 + 72i) P(J]) < 20 (1 +72n) p(|2]).

Puisque 2nu(1 + v2,) = 25, on obtient finalement (p; + po)(|z|) < Y2.0(|2|). [ |

Lemme 3.2. Soit p(z) = Y i ax" un polynéme avec a; € F, 0 < i < n, q(z) =
S o bixt un polynome avec b € F, 0 < i < n et x € F. Alors évaluation flottante de
r(z) = p(x) + q(z) selon lalgorithme suivant

rn = fl(a, + by)
fori=n—1:—-1:0

r; = ﬂ(ri+1 - T+ (al- + b2>)
end
res =1y

satisfait, en absence d’underflow,
[res — r(z)] < yonsr7(lz]).

Démonstration. En considérant 1’algorithme de calcul, on a r,, = fl(a,, +b,) = (a,+b,)(1)
et pour i =n—1:0,

ri = f((rig -z + (a; + b)) = rigz(2) + (a; + b;)(2).
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Par conséquent, on montre alors par récurrence que

[y

7o = (an + bp)z"(2n + 1) + 3 (a; + b)x"(2(i + 1)).

i

Il
o

Par conséquent, avec les quantités 6y, 1, 6a,, - - , 01, vérifiant |6;| < 75, on a
n—1
Ty = (an + bn)l’n(l + 92n+1) -+ Z(al -+ bz)diz(l + 92(1‘4_1)).
i=0

Puisque r¢o = fl(p(x) + ¢(z)), on obtient finalement

n

res — Z(ai + b;) !

=0

< Yanit Z |ai + bil|2'] < Yens1 (B + D) (J2]),

=0

ce qui est bien le résultat voulu. [ |

Théoréme 3.1. Soit p(z) = Y ;' a;x’ un polynéme avec a; € F, 0 < i <n etz €F.
Soit res le résultat calculé par 'algorithme 3.9. Alors, en absence d’underflow,

[res — p(2)] < ulp()] +73,5(|x])- (3.13)

Démonstration. En considérant I’algorithme 3.9, on a p(x) = so+e(x). On en déduit que

res —p(z)] = [(1+¢)(s0 + fl(e(x))) — p(=)]
= (1 +e)(s0 +fie(x)) — p(2)) + ep(z)|
= [ +e)(so +elz) —plz
< up(z)| + (14w fi(e(z

En appliquant le lemme 3.2, on obtient
[ fi(e(z)) — e(z)| < yan-1€(|z]) = ron-1(Px(l2]) + po(|]))-
De plus d’aprés le lemme 3.1, on a
Pr(l2]) + po(l2]) < yanp(l2]).
Par conséquent, on en déduit
[res — p(x)] < ulp(z)| + (1 + w)yen-1720p(|2]).
Puisque (1 4+ u)y2,-1 < 725, on obtient
[res — p()| < ulp(@)| +12,5(]z)),

ce qui est le résultat souhaité. |
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Le résultat final « res » est la somme flottante de deux nombres flottantes (voir la
derniére ligne de I'algorithme 3.9). Le résultat exacte « p(z) » n’est pas en général un
nombre flottant. C’est pourquoi nous ne pouvons pas obtenir une borne d’erreur (3.13)
meilleure que u|p(x)|. La borne d’erreur (3.13) nous dit que la qualité du résultat « res »
est comme s’il avait été calculé dans une précision double de la précision courante et
ensuite arrondi & la précision courante.

En combinant le résultat du théoréme 3.1 avec I'expression du conditionnement (3.8),
on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.1. Soit p(z) = > a;x’ un polynome avec a; € F, 0 < i < n etz € F.
Soit res le résultat calculé par ’algorithme 3.9. Alors, en absence d’underflow,
[res — p(2)]

< u+ 73, cond(p, z). (3.14)
|p()] ’

3.4.3 Borne calculable de ’erreur

La borne d’erreur (3.13) pour le résultat res de 'algorithme 3.9 n’est pas calculable
puisqu’elle fait intervenir la valeur exacte p(x). Dans la suite, nous montrons comment
calculer une borne d’erreur valide en flottant avec arrondi au plus prés. Nous verrons
expérimentalement que cette borne est plus précise dans celle de (3.13).

En suivant la preuve du théoréme 3.1, on a

| fl(p(2) + e(2)) = p(z)|

| (p(x) + e(x)) = (A(p()) + fi(e(x)] + [A(p(z)) + f(e(z)) — p(2)|
ufres| + [fi(e(z)) — e(z)]

ufres| + 79n1€(|)

ulres| + yan-1 (1 + w)*" A(E(|z])).

res — p(z)]

INCINCIN NN

Pour mu < 1 avec m € F, on a filmu) = mu € F et fi(la — mu) = 1 — mu € F.
Par conséquent, seule la division peut causer une erreur d’arrondi dans le calcul de v, =
mu/(1 —mu). On en déduit donc que

Yo < (1 —u)  i(mu/(1 — mu)).
Un calcul simple montre aussi que pour m € N, on a v, < (1 —u)v,,41 et que
e(lz]) < (1 +w) " AE(la]).
On déduit de tout cela que

res — p(x)] < f(ulres]) + vansa(l — w) A(E(J2]))
< (1—w)fi(ufres]) + (1 — P A(yunsz) A(E(2])) +ufi(ulres))
< (1= w)fi(ulres]) + (1 — w)? (0 7(]2])
+(1 — u)*A(2u?|res|)
< (L—wfi(ulres|) + (1 — u) fi(yuni26(|z]) + 2u”|res])
< fl(ulres| + (Yani2e(|z|) + 2u°|res])).
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En résumé, on a le résultat suivant.

Proposition 3.2. Soit p(z) = Y " a;z" un polynome avec a; € F, 0 <i < n etz € F.
Soit res le résultat calculé par lalgorithme 3.9. Alors, en absence d’underflow,

lres — p(x)| < fi(ulres| + (Vans2 A((Px + Po)(|2])) + 2u®|res|)). (3.15)
Si l’on note
err = ulres| + (vun 2 (77 + 7)(J2]) + 2u?]res]). (3.16)

alors on a
res — err < p(x) < res + err.

3.5 Simulations numériques

Toutes les simulations sont effectuées en utilisant la double précision IEEE 754.

3.5.1 Le schéma de Horner avec les double-double

Nous allons comparer notre algorithme 3.9 d’Horner compensé avec I'implémentation
classique du schéma de Horner en utilisant en interne le format double-double développé
dans [9, 81, |. Dans notre cas, il est suffisant de savoir qu'un double-double a est
un couple (ap,q;) de doubles vérifiant a = ap + a; et |a;| < ulay|. Pour implémenter
I’algorithme de Horner avec le format double-double, il suffit de savoir faire les deux
opérations suivantes :

(i) le produit d’un double-double avec un double, et
(i) l'addition d’un double avec un double-double.

Pour (i), nous utilisons I'algorithme 3.10. Pour (ii) nous utilisons I’algorithme 3.11. L’al-
gorithme de Horner avec le format double-double est présenté dans l’algorithme 3.12
ci-dessous.

Algorithme 3.10. Produit d’un double-double (ay,a;) par un double b.

function [cp, ¢;] = prod _dd_d(ap, a;,b)
[sh, s1] = TwoProduct(ay, b)

[th, t;] = FastTwoSum(sy, fl(a; - b))

[ch, ¢;] = FastTwoSum(tp,, fl(t; + 1))

Algorithme 3.11. Addition d’'un double b avec un double-double (ay, a;).

function [cp, ¢;] = add dd_d(ap,a;,b)
[th, ti] = TwoSum(ay, b)
[ch, ¢;] = FastTwoSum(tp, fl(t; + a;))

Algorithme 3.12. Algorithme de Horner avec le format double-double.
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TAB. 3.1 — Description des routines testées

’ routine ‘ description de 'algorithme correspondant
Horner double précision IEEE 754
CompensatedHorner | notre algorithme compensé 3.9
DDHorner schéma de Horner avec le format double-double 3.12
MPFRHorner schéma de Horner avec 106 bits de précision avec MPFR

function res = DDHorner(p, x)
Sp = Ap
S — 0
fori=n—-1:-1:0
[pn, p1] = prod_dd_d(sp, s, x)
[Sh,si)| =add_dd_d(pn,pi, a;)
end
res = Sy

3.5.2 Précision de 'algorithme de Horner compensé

Nous avons testé notre algorithme avec les polynémes p,(x) = (z — 1)" sous leurs
formes développées. La variable x est choisie proche de la racine 1 de p,, et avec beaucoup
de chiffres significatifs afin que de nombreuses erreurs d’arrondi apparaissent dans les
calculs. Nous faisons varier le degré n de 1 jusqu’a une valeur suffisante pour couvrir une
large plage de conditionnements cond(py,, ). Dans notre cas, on a

n

cond(py, x)

)

RATTIIES
pn ()] -z

et donc cond(p,,, ) augmente de fagon exponentielle par rapport & n. Dans les simulations
reportées dans la figure 3.1, cond(p,, z) varie de 10% a 10*° (pour x = fI(1.333), ce qui
correspond & une plage de degré variant de 3 a 42.

Nous avons comparé les algorithmes Horner et CompensatedHorner (voir la table 3.1).
Pour chaque polynéme p,, la valeur exacte p,(z) est approchée avec une grande précision
grace la Symbolic Toolbox de MATLAB. La figure 3.1 représente la précision relative
|y — pn(x)|/|pn(x)| de I'évaluation y calculée par ces deux algorithmes.

Nous observons que notre algorithme a bien le comportement attendu, c.-a-d. vérifie
bien 'estimation empirique compensée. Tant que le conditionnement est inférieur & u=! ~
106, le résultat est calculé une précision de I'ordre de la précison machine. Pour un
conditionnement compris entre u=! et u=? ~ 10?2, lerreur relative se dégrade jusqu’a
ne plus avoir de précision du tout. On remarque aussi que quand le conditionnement est
supérieure & u~!, la borne d’erreur a priori (3.14) est toujours pessimiste d’un ordre de
grandeur de 2 ou 3.
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Conditionnement et erreur directe relative
10 T T T T

107k Yo cond / u+y§n cond 9\@ ]

Erreur directe relative
b

107 -2~ schéma de Horner classique

—O~— schéma de Horner compensé
1 1 1 1 I I

10 10 10 10%° 10% 10% 10

Conditionnement

F1G. 3.1 — Précision relative du schéma de Horner en double précision IEEE 754 pour les
algorithmes Horner et CompensatedHorner.
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3.5.3 Précision de la borne d’erreur dynamique

Nous comparons ici la précision de notre borne d’erreur dynamique (3.15) avec la borne
d’erreur a priori (3.14) et Uerreur directe réelle. Pour ce faire, nous évaluons le polyndéme
(sous sa forme développée) ps(z) = (1 — x)° en 1024 points autour de x = 1. Pour
chaque valeur de z, on calcule CompensatedHorner(ps, ), la borne d’erreur dynamique,
et l'erreur inverse réelle. Les résultats sont rapportés dans la figure 3.2.

On observe que plus x est proche de la racine 1 (c.-a-d. plus le conditionnement est
grand), moins la borne d’erreur a priori est précise. Notre borne d’erreur dynamique est,
quant a elle, plus précise puisqu’elle prend en compte les erreurs d’arrondi qui ont eu lieu
lors du calcul.

Précision des borne d’erreur
10 T T T T T
erreur directe réelle
—— borne d’erreur directe calculée
— — borne d’erreur a priori

Erreur absolue

34

107 | .

-36 L L L L L L L L L

0.99 0.992 0.994 0.996 0.998 1 1.002 1.004 1.006 1.008 1.01
Argument x

FiG. 3.2 — Comparaisons des bornes d’erreur a priori et dynamique avec I'erreur directe
réelle.

3.5.4 Performance

Tous les algorithmes ont été implémentés en langage C. Les environnement utilisés
pour les tests sont décrits dans la table 3.2. Nos mesures ont été effectuées sur des poly-
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TAB. 3.2 — Environnement de simulations.
’ environnement ‘ description ‘
(I) Intel Celeron, 2.4GHz, 1024kB L2 cache. GNU Compiler Collection 3.4.1
(II) Intel Pentium, 3.0GHz, 1024kB L2 cache. GNU Compiler Collection 3.4.1

TAB. 3.3 — Performances en temps mesuré pour CompensatedHorner, DDHorner et
MPFRHorner.

environnement | CompensatedHorner/Horner DDHorner /Horner MPFRHorner /Horner
min. moyen max. theo. | min. moyen max. theo. | min. moyen max.

I 1.4 3.1 3.4 13 2.3 8.4 9.4 17 | 22.4 97.5 124.4

(I1) 1.5 2.9 3.2 13 2.3 8.4 9.4 17 | 18.1 83.7  96.8

nomes dont le degré varie de 5 a 500 par pas de 5. Nous avons choisi les coefficients et la
variable a évaluer de maniére aléatoire. Pour chaque degré, les routines sont testées avec
le méme polyndéme et la méme variable. Le minimum, la moyenne et le maximum des
temps de calcul sont reportés dans la table 3.3. Pour CompensatedHorner et DDHorner,
on a aussi reporté les ratios théoriques résultant du nombre de flops de chaque algorithme.

On remarque tout d’abord que le ratio effectivement mesuré pour CompensatedHorner
ou DDHorner est plus faible que le ratio théorique. Ceci est assez étonnant puisque les
algorithmes CompensatedHorner et DDHorner ne sont pas optimisés afin de les rendre
portables. Nous pensons que cela vient du fait que l'algorithme de Horner classique fait
seulement une opération avec chaque coefficient du polynéme alors que les autres algo-
rithmes font plusieurs opérations avec chaque coefficient. La plupart des opérations sont
effectuées au niveau des registres sans occasionner de cotiteux transferts avec la mémoire.

Les résultats reportés dans la table 3.3 montrent que notre algorithme de Horner
compensé CompensatedHorner est a peu prés 3 fois plus lent que 'algorithme de Horner
classique. L’algorithme DDHorner est quant a lui 8 fois plus lent que I'algorithme de Horner
classique Horner. On peut donc dire que notre algorithme est plus de 2 fois plus rapide
que l'algorithme de Horner avec les « double-doubles ». La comparaison avec MPFR n’est
pas tout a fait honnéte (un facteur de l'ordre de 80) puisque MPFR est faite pour gérer
des nombres avec des mantisses extrémement grandes.

3.6 Le cas de 'underflow

Remarquons tout d’abord que d’apreés la proposition 3.1, on a s;41 - & = p; + m; + 51,
avec |n;| < u et p; + a; = s; + 0;. Par conséquent, on a

$i =81 x—m—o0;—0>on pourt=0:n—1.
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On déduit alors par récurrence que

n—1

p(x) = 0+ pa() + pola) + 5> ma', (3.17)
=0
avec

n—1 n—1
so =fl(p(x)), pr= mei, et p, = Zaixi. (3.18)
i=0 i=0
Dans la suite, nous noterons souvent e(x) := p.(x) + p,(x). Dans ce cas, on a p(z) =

fi(p(x)) + e(x) et res = fl(p(z) + e(x)).

Lemme 3.3. Soit p(z) = Y1 a;x" un polynome avec a; € F, 0 < i < n et x € F. Soit
Pr et po définis dans (3.10). Alors on a, en présence d’underflow,

n—1
pr(2]) + Po(l2]) < y2nbl|2]) + (5 +722)u ) |f"
=0

Démonstration. En utilisant le modéle standard de 'arithmétique flottante avec under-
flow, on a pour i = 1,...,n (voir l'algorithme 3.9)

il = [A(sp—is1- @) < (1 +w)|sp—is1||z] + u,

et
[$n—il = [H(Pn—i + an-i)| < (1 +)(|pnif + |an-il).
Montrons maintenant par récurrence que pour ¢ = 1,...,n, on a
i i1
Pl < (14 72i-1) Z | il + (1 + 721'—2)1_12 |27], (3.19)
j=1 Jj=0
i i1
|Sn—il < (1+72) Z |@n—ij||2?| + (1 + 721'—1)22 |27 ]. (3.20)
j=0 j=0

Pour ¢ = 1, comme s, = a,, on a |[p,—1| < (1 +u)|a,||z| +u < (1+7)|a,||z] +u et donc
la relation (3.19) est vraie. De la méme fagon, nous avons
sl < (14 w) (1 +y)lanl|z] +u+[an]) < (1+ ) (|an|f2] + [ana]) + (1 +7)u,
et la relation (3.20) est aussi vraie. Supposons maintenant que (3.19) et (3.20) sont vraie
pour un entier i tel que 1 < i < n. Alors
ool < (4 sy o]+
Par hypotheése de récurrence, on a

7 i—1
ool < W0+ 70) S ol + (14 w)(1+ 7 )u Y 2]
j=0 §=0
+u
i+l (i+1)-1
< (T4 720i41)-1) Z |an—(irnyil|27] + (14 Y2311)-2)u Z |27
j=1 j=0
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Par conséquent, on déduit que

|5n7(z‘+1)\ < (1+ u)(\pnf(m)\ + \an,(mﬂ)

it+1
< (w4 %001 | D 1an a2 + lan—in)]
j=1
(i+1)—1
+(L +u)(1 + Y2p641-2)u Z 27|
j=0
i+1 (i+1)-1
< (L4 72a+1) Z |- 1)44] 27| + (1 + 72641)-1)1 Z |27].
=0 =0
Les relations (3.19) and (3.20) sont donc vraies par récurrence. Ainsi, pour i = 1,...,n,
n—1
pa—illz" | < (14 v20-0)p(2]) + (1 4 y2n-2)u p_ |27,
=0
n—1
[sn—il 2" < (T4 y20)p(2]) + (14 22n-0)u p_[27].
=0

D’aprés la proposition 3.1 pour TwoSum et TwoProd, on a |m;| < u|p;| + 5u et |o;] < uls]
pour ¢ = 0,: n — 1. Par conséquent,

n—1 n n—1
(e + o) () = Y (il + loaDlz'| < wd (poil + |onil)l2" [+ 5u ) |2'].
=0 =1 1=0

On obtient alors

n—1

(0x +Po)(j2]) < (24 Yane1 4 Yon)B([2]) + (24 202 + 920 1)u Y ||

i=0

n—1

+5u ) ||
=0
< 2nu(l +792,)p(|z]) + [6 4+ 2nu(l + y20-1)]u Yy 2]

Puisque 2nu(1+72,) = Y2, et 2nu(1472,-1) < Y2, on obtient finalement (pr+p,)(|z|) <
YonB([2]) + (5 + 120 u S [, "
Lemme 3.4. Soit p(z) = Y © ,ax’" un polynéme avec a; € F, 0 < i < n, q(z) =

Z?:o bzt un polynome avec b; € F, 0 < i < n et x € F. Alors I’évaluation flottante de
r(z) = p(x) + q(z) selon algorithme suivant
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rn = fl(a, + by)
fori=n—1:—-1:0

r, = ﬂ(?"i+1 - T+ ((ZZ' + bl>>
end
res =1y

satisfait, en présence d’underflow,
n—1
res — (@) < Yanpa7(|2]) + (1 + 720 1)u ) Jaf"
i=0

Démonstration. Nous avons 1, = fl(a,, + b,) = (an, + b,)(1) et pour i =n—1:0,
ri =0(riv - o+ (@, + b)) = (2)riix + (2)(a; + b;) + 15, avec  |n;| < u.

On montre alors par récurrence que

n—1 n—1
ro = (2n+ 1)(an + o)™ + > (200 + 1)) (a; + b)a’ + Y _(2i + Lz’
=0 =0

Puisque 9 = fi((p + ¢)(z)), on obtient finalement

n—1
res — r(2)] < Yon1 (P + @ (|2]) + (1 +y2n-1)u |2,
=0

Théoréme 3.2. Soit p(z) = Y ;' ,a;x’ un polynéme avec a; € F, 0 < i <n etz €F.
Soit res le résultat calculé par l'algorithme 3.9. Alors, en présence d’underflow,

n—1

[res — p(2)| < ulp(x)| + 2,5(2l) + Ku}_ Jaf’ (3.21)
=0

Démonstration. En considérant I'algorithme (3.9), on a p(z) = so + e(z) + 531 nia’.
On en déduit que

[res —p(z)| = |(1+¢)(s0 +fi(e(2))) — p(z)]
= (1 +e)(so +file(2)) = p(2)) + ep(z)|

= 11 +e)((e(x)) —e(z) +5 ) _ma") +ep(z)l

< ulp)|+ (14 )| A(e(z) — el +5(1 + wpu Y fef



56 Chapitre 3. Evaluation précise de polynémes par la méthode de Horner

En appliquant le lemme précédent, on obtient

| fi(e(@)) = e(@)] < Yan-a(Pr(l2]) + po(l2])) + (1 + ml)ui ]

De plus d’apres le lemme précédent, on a

n—1 n—2
[fl(e(x)) = e(@)] < Yan-172nB(|2]) + Yon-1 (5 + 20 Y |2l + (1 +720-1m) Y |2l
1=0 =0

Comme (1 + u)v2,-1 < 7an, on en déduit
res — p(z)| < ulp(z)| +13,5(|]) + o

avec

n—1 n—2
a=(1+u) [0 1(5+720) + 50 Y |z + (L +u) (1 + 20y |zl
=0 1=0

Comme u est en général trés petit, on peut borner a de la fagon suivante

n—1 n—1
« < (1 + u>[6 + 6’7277,—1 + 72n—1’72n]gz |x|Z g KHZ |:L'|Za
=0 1=0
avec K < 7. |

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme précis et rapide pour I’évaluation
de polyndémes. Nous avons aussi donné une borne certifiée calculable en flottant de I’erreur
commise lors de I’évaluation. Le code de 'algorithme peut étre optimisé de maniére treés
efficace si bien que cet algorithme est a la fois rapide en terme de flops mais aussi en
terme de temps de calcul mesurés.

L’algorithme utilise seulement les opérations flottantes basiques que sont I’addition,
la soustraction et la multiplication et utilise la méme précision de calcul que celle des
données. Cela offre la possibilité de I'insérer dans une librairie numérique puisqu’aucune
architecture spéciale n’est requise.

Notre algorithme est basé sur les transformations exactes TwoSum et TwoProduct (algo-
rithmes 3.1 et 3.4). Si ces fonctions étaient directement accessibles & partir du processeur,
cela améliorait de fagon significative la vitesse de l'algorithme. Une alternative possible
serait I'utilisation des fonctions TwoSumADD3 et TwoProductFMA (algorithmes 3.6 et 3.5).

Les transformations exactes permettent une analyse d’erreur plus simple. On a fré-
quemment utilisé I’égalité mathématique (3.4).



Chapitre

Applications de la sommation précise
en géométrie algorithmique

4.1 Introduction

Les algorithmes qui utilisent des tests géométriques, tels que déterminer de quel coté
d’une ligne se trouve un point, se trompent fréquemment & cause des erreurs d’arrondi.
Une solution possible pour pallier ces problémes est d’utiliser une arithmétique exacte
hélas souvent trés cotiteuse en temps. Or, améliorer la vitesse des algorithmes de calcul
géométrique robuste est un des challenges actuels [0, 206, |, mais ces algorithmes ac-
tuels utilisent en entrée des entiers ou des rationnels. Ces algorithmes ne semblent pas
appropriés quand on a besoin d’avoir des nombres flottants en entrée. Pour des entrées
flottantes, Shewchuk [180] utilise une bibliothéque en précision arbitraire dans son im-
plémentation en langage C de quatre prédicats géométriques, I'orientation 2D et 3D et
I’appartenance a un cercle ou une sphére. Les entrées sont des flottants en simple ou
double précision. La vitesse des algorithmes utilisés dans cette bibliothéque est due aux
deux caractéristiques suivantes :

(i) des algorithmes rapides en précision arbitraire ;

(ii) une implémentation adaptative; le temps d’exécution de I'algorithme dépend du
degré d’incertitude sur le résultat.

Récemment, Demmel et Hida [52] ont montré que 1'on peut transformer le calcul d’un
déterminant de petite taille en le calcul d'une somme et ceci sans perdre d’information.
Evaluer un déterminant précisément revient donc a calculer une somme précisément.
Dans ce méme article, ils ont proposé un algorithme de sommation précise utilisant un
accumulateur long. Les nombres flottants p;, 1 < ¢ < n, donné avec une précision de f
bits pour la mantisse sont additionnés dans un accumulateur de F' bits, F' > f. Ils pré-
sentent différents algorithmes avec et sans tris sur les données. Ils donnent en particulier
une analyse détaillée de la précision du résultat calculé en fonction de f,F et du nombre
de termes a sommer. Il est clair que la sommation est une des opérations les plus utilisées
en calcul scientifique et en particulier en algébre linéaire. Beaucoup d’algorithmes ont été
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développé pour calculer de telles sommations [, 38, 51, 52, , , , , , ,

, , , , , , , , , , , |. Un excellent état de 'art sur
ces différents algorithmes est présenté dans le chapitre 4 du livre [37].
Ces différents algorithmes de sommation partagent au moins un des inconvénients sui-
vants :

— trier les données est nécessaire, soit en valeurs absolues soit par exposant,

— en plus de la précision courante, une précision étendue est nécessaire,

— un acces a la mantisse et/ou a I'exposant est nécessaire.
Chacune des propriétés que nous venons d’énumérer peut ralentir de facon significative
les performances et restreindre les algorithmes & des architectures et des compilateurs
spécifiques.

Dans ce chapitre, nous utilisons un algorithme récent de sommation di & Ogita, Rump
et Oishi [153] afin de proposer un algorithme précis et rapide de calcul de déterminants
et de prédicats géométriques. L’avantage de cet algorithme est qu’il n’utilise qu’une seule
précision courante et qu’il est adaptatif. Si le résultat a la précision désirée alors on ter-
mine l'algorithme. Si ce n’est pas le cas, on continue le calcul en augmentant a chaque fois
la précision du résultat et ce tant que nous n’avons pas atteint la précision souhaité (en
travaillant toujours avec la méme précision dans les calculs). Contrairement & Demmel et
Hida [52], nous avons pas besoin d’accumulateurs de grande précision et contrairement a
Shewchuk [180], nous n’avons pas besoin de renormalisations qui ralentissent les calculs.
Nous définissons aussi un conditionnement pour le calcul du déterminant et nous présen-
tons ensuite une formule explicite pour 1’évaluer.

Le reste du chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la section 4.2, nous pré-
sentons l'algorithme de sommation d’Ogita, Rump et Oishi [153]. Cet algorithme permet
de calculer de facon précise et rapide la somme de nombres flottants. Dans la section 4.3,
nous présentons un algorithme de calcul du déterminant et nous ’appliquons au calcul
de prédicats géométriques utilisés en géométrie algorithmique. Enfin, dans la section 4.4,
nous présentons des expérimentations numériques de notre algorithme.

4.2 Sommation

Nous utilisons les notations de la section 3.2 (page 38) et 3.3 (page 40) du chapitre 3.
Soient p; € F, 1 < i < n, n nombres flottants donnés. Le but de la section est de présenter
un algorithme de sommation proposé par Ogita, Rump et Oishi [153] calculant une bonne
approximation de la somme s = »_ p;. Dans [153], ils cascadent 'algorithme TwoSum et
somment les erreurs ainsi calculées afin d’améliorer la précision de la somme (> p;).
Leur algorithme est basé sur la transformation exacte VecSum qui transforme le vecteur p
en un nouveau vecteur de somme identique mais avec un conditionnement amélioré d’un
facteur u.

Algorithme 4.1 (Ogita, Rump et Oishi [153, Algo. 4.3]). Transformations exacte pour
la sommation.
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function p = VecSum(p)
fori=2:n
[pi, pi—1] = TwoSum(p;, p;—1)

Le vecteur p est transformé sans en changer la somme mais ot p, est remplacé par
fI(>" p;). Les autres nouveaux p; pour 1 < i < n — 1 sont les erreurs d’arrondis commises
dans les calculs. C’est ce que Kahan a appelé un algorithme de distillation.

Nous décrivons maintenant 1’algorithme de sommation corrigée.

Algorithme 4.2 (Ogita, Rump et Oishi [153, Algo. 4.4]). Sommation corrigée.

function res = Sum2(p)
p = VecSunm(p)

os 1 ((Zp) +pn>

L’algorithme Sum2 satisfait la borne d’erreur suivante, qui signifie que le résultat
calculé res est aussi précis que si la somme avait été calculée avec une précision double
de la précision courante.

Proposition 4.1 (Ogita, Rump et Oishi [153, Prop. 4.5]). Supposons que l’'on applique
Ualgorithme 4.2 (Sum2) aux nombres flottants p; € F,1 < i < n. Posons s :=>_ p; € R
et S =Y |pi| et supposons nu < 1. Alors,

lres — s| < uls| +72_,8S. (4.1)

La borne d’erreur (4.1) pour le résultat res de 'algorithme 4.2 n’est pas calculable
en précision finie puisqu’elle fait intervenir la somme exacte s. Le théoréme suivant [153,
Cor. 4.7] calcule une borne d’erreur valide en précision finie avec arrondi au plus pres,
qui est aussi plus précise que (4.1).

Proposition 4.2 (Ogita, Rump et Oishi [153, Cor. 4.7]). Soient p; € F;1 < i< n, n
nombres flottants donnés. Si on ajoute

if 2nu > 1, error(“dimension too large”), end

B = (2nu/(1 = 2nw) - (] i)
err = ulres| + (3 + (2u®|res|))

a Ualgorithme 4.2 (Sum2) et s’il n’y pas de message d’erreur, alors err satisfait

res —err < E p; < res+err.

Il peut étre intéressant de cascader la transformation exacte VecSum. L’algorithme
s’écrit alors comme suit.

Algorithme 4.3 (Ogita, Rump et Oishi [153, Algo. 4.8|). Sommation en précision K-
uplée.
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function res = SumK(p, K)
fork=1:K -1
p = VecSum(p)

i)

Le théoréme suivant donne une estimation de I’erreur dans I’algorithme 4.3 qui signifie
que le résultat res est aussi précis que s’il avait été calculé avec une précision de K-fois
la précision courante.

Proposition 4.3 (Ogita, Rump et Oishi [153, Prop. 4.10]). Soient p; € F,1 <i<n, n
nombres flottants donnés et supposons 4nu < 1 Alors le résultat res de | algomthme 4.3
(SumkK ) vérifie pour K > 3

res — 5| < (w312 [s| + 7K S,
avec s 1=y p; et S =" |pi|-

La proposition suivante donne une borne d’erreur valide en arithmétique flottante
avec arrondi au plus prés pour l’algorithme de sommation classique.

Proposition 4.4. Soient p; € F, 1 < i < n, n nombres flottants données. Supposons que
2nu < 1. Alors le résultat res = (Z pl) vérifie

lres — s| < fl(7, Z |pi])-

Démonstration. On montre dans [37, Lem. 8.4] que

lres — 5| < 1 Z |pil.

Si mu < 1 pour m € N, on a fl(mu) = mu et fi(1 — mu) = 1 — mu. Il en résulte que

Y < (1= 1) ().

De plus, une récurrence simple montre que

S ipl < @+ w10 pil)

11 vient alors

res —s| < a1 Y Ipil
< YT+ w)" A [pl)
< Yonofl Z‘pz puisque (1 + 1)y, < Vg1
< (1=u)2, A0 Ipil) puisque 7, < (1= u)yni
< (1= fA(y2n) A0 [pil)
< fl(y2n Y [pil).

Cela termine la preuve. |
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4.3 Applications en géométrie algorithmique

4.3.1 Calcul précis de déterminants 2 x 2 et 3 x 3

La littérature sur le calcul précis de déterminant est assez importante (voir par
exemple [38, 25, 12| et leurs références). La plupart des algorithmes utilise des biblio-
theques multiprécision pour calculer de fagon précise le déterminant. Nous présentons
ci-aprés un algorithme de calcul de déterminant avec une précision relative ¢ fixée a
'avance en utilisant seulement une seule précision courante (ici la double précision IEEE
754). Regardons le cas d'un déterminant 2 x 2

a b
det2 = e d

‘:ad—bc.

En utilisant TwoProduct, on peut écrire
[z,y] = TwoProduct(a,d) et [z,t] = TwoProduct(b,c).

On a alors det2 = x+y + z+t. Nous avons transformé le probléme du calcul de détermi-
nant en un probléme de sommation. On peut alors appliquer I'algorithme de sommation
précise 4.2 pour calculer cette somme.

On peut faire de méme avec un déterminant 3 x 3

a1q1 G122 ais
det3 = ag1 a22 a23| = g signature(o)ay (1) - @2,0(2) * 43,0(3)5
az1 az2 0a33 €63

en utilisant la transformation exacte ThreeProduct ci-dessous pour transformer a; ,(1) -
a2,5(2) * 43,5(3) €n une somme de quatre nombres flottants.

Algorithme 4.4. Transformation exacte pour le produit de trois nombres flottants.

function [z,y, z,t] = ThreeProduct(a, b, ¢)
[p, €] = TwoProduct(a,b)
[,y] = TwoProduct(p, ¢)
[2,t] = TwoProduct(e, ¢)

Etant donnés a, b, ¢ € F trois nombres flottants, ThreeProduct transforme le produit
abc en une somme non évaluée x + y + z + ¢t de quatre nombres flottants. En effet, on
peut écrire

abc= (p+e)c=pc+ec=x+y+z+t.

Nievergelt [117] a montré que l'on peut utiliser cela pour calculer de fagon précise
I’aire d'un triangle ou le volume d’'un tétraédre.

L’algorithme suivant calcule le déterminant d’une matrice avec une erreur relative
inférieure a € donné. Nous appelons DetVector la fonction qui transforme le calcul du
déterminant en le calcul d’'une somme (de la méme fagon que précédemment). Nous
calculons alors la somme et une borne d’erreur. Si l'erreur est inférieure a la précision
voulue ¢ alors on s’arréte. Sinon on réitére la sommation.
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Algorithme 4.5. Algorithme de calcul de déterminant avec une erreur relative e.

function resdet = det(A4,¢)
p = DetVector(A)

repeat
p = VecSunm(p)
res = py,

B = (2nu/(1 - 2nu)) - (1 [pil)
err = u|res| + (3 + (2u?|res|))
until (err < ¢|res|)
resdet = p,

4.3.2 Prédicats géométriques robustes

Une application requérant des résultats garantis est par exemple le calcul de prédicats
géométriques. Des algorithmes tels que la triangulation de Delaunay et la génération de
maillages ont besoin de tests géométriques robustes. Shewchuk [180] donne un panorama
des problémes de ce type et présente une arithmétique flottante adaptative (et arbitraire)
pour résoudre ces problémes. La plupart des prédicats géométriques requiére le calcul du
signe d'un déterminant de petite taille. Des travaux récents sur ce sujet sont 180, 6, 20,

, b2]. Considérons par exemple le prédicat ORIENT3D qui détermine si un point D se
situe & droite ou & gauche d’un plan orienté défini par les points A, B et C. Le résultat
du prédicat dépend du signe du déterminant

gy ay a, 1
by by b 1
ORIENT3D(a,b,c,d) = sign ¢ o oo 1 (4.2)
d, d, d, 1
g —dy ay—dy, a,—d,
= sign|b, —d, b,—d, b,—d.|. (4.3)
g —dy cy—dy c,—d,

Le résultat calculé est de méme signe que le résultat exact si 'erreur relative est inférieure
a un. Par conséquent, il suffit de calculer une approximation du déterminant avec une
erreur relative inférieure a un. Demmel et Hida [52] ont récemment proposé une méthode
pour certifier le signe d’un déterminant de petite taille. Pour ce faire, ils utilisent un
algorithme de sommation précise avec des accumulateurs longs. Dans notre cas, nous uti-
lisons les mémes techniques que dans la section précédente. Tout d’abord, nous calculons
le déterminant en utilisant la formule (4.3). On calcule aussi une borne certifié de I'erreur.
Si cette erreur relative est inférieure a un alors on a obtenu le signe du déterminant.
Sinon, on transforme le déterminant en une somme de 96 nombres flottants : en effet,
le déterminant peut s’exprimer comme une somme de 24 monodmes de la forme +a;b;cy,
et chacun de ces monomes peut étre transformé en la somme de 4 nombres flottants avec
ThreeProduct (dans notre implémentation, on utilise une version un peu améliorée de
ce procédé en évitant un certain nombre de calculs redondants). On peut alors appliquer



4.3. Applications en géométrie algorithmique 63

I’algorithme de sommation 4.3 jusqu’a obtenir une erreur relative plus petite que un.
Ceci peut étre fait en utilisant la borne d’erreur de la proposition 4.2. Dans 'algorithme
suivant, nous supposons toujours que nous avons une fonction DetVector qui transforme
la matrice dont nous voulons calculer le déterminant en un vecteur dont la somme est le
déterminant (ceci en utilisant ThreeProduct). On note n la longueur du vecteur (dans
notre cas n = 94).

Algorithme 4.6. Algorithme de calcul du prédicat ORIENT3D(a,b,c,d).

function sign = Orient3D(A)
res = det(A)
err = ErrDet(A)
if (err < [res|)
return sign = sign(res)
p = DetVector(A)

repeat
p = VecSum(p)
res = p,

B = (2nu/(1 — 2nu)) - (Z;:ll pil)
err = ufres| + (3 + (2u?|res|))
until (err < |res|)
sign = sign(res)

Dans l'algorithme 4.6, la fonction det calcule le déterminant en utilisant la for-
mule (4.3). La fonction ErrDet calcule quant a elle une borne d’erreur certifiée sur le
calcul de det en utilisant des techniques similaires a celles utilisées dans la proposition 4.4.

4.3.3 Conditionnements pour les déterminants

Tout d’abord, nous définissons un conditionnement global pour le probléme du calcul
du déterminant d’une matrice donnée par

L | det(A + H) — det(A)|
w(4) = }:li% Sip { el det(A)|

Nous utilisons la norme de Frobenius définie par

n o n 1/2
Al p = <ZZ yai,j|2> = trace(A*A)"/2.

i=1 j=1

Al < <AL |

Le choix de cette norme plutdt que la norme 2 est motivé par le fait que I'on peut obtenir
une expression explicite pour le conditionnement.
Théoréme 4.1. Soit A € R™"™ une matrice réelle. Alors
|Allrl Com(A)||F

|det(A)]
ou Com(A) := ((—1)"" det(A;;)) est la comatrice avec A;; représentant la sous-matrice
de A obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j.

K(A) =
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Démonstration. La fonction det : R™" — R, A +— det(A) est Fréchet différentiable
puisque c’est un polynome en les coefficients de la matrice. Notons (E;;) la base canonique

de R™". Soit A = (aj)1<ij<n Une matrice donnée. On veut calculer %%S(A). Soit C' €

R™" la comatrice de A. La n-linéarité du déterminant implique que, pour tout (i, 7j) et
pour tout t € R,
et donc

Jdet det(A +tE;;) — det(A)

8%- (A) - 12% t B CZ]

Ainsi, si H = (h;j) € R, on a

ddet
Ici D représente la différentielle. On déduit alors de la définition du conditionnement que
Al D det(A)|
A) = )
K= aa(a)

Par définition, on a aussi

|[Ddet(A)|| = sup |Ddet(A)(M)| = sup |trace(CTM)|.
I

M| F=1 [M][F=1

Comme (A, B) = trace(ATB) est un produit scalaire sur R™" associé¢ a la norme de
Frobenius, on déduit facilement de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

1D det(A)[| = [|C] -
Par conséquent, k(A) = ||Al|r|| Com(A)||r/| det(A)|. Si A est inversible, alors on a CT =

det(A)A™! et donc k(A) = || A]|r[|A7Y . [ ]
On peut aussi définir un conditionnement par composante pour le déterminant par
: | det(A+ H) — det(A)]
cond(A) := lim su D H| < elA] g,
ou les valeurs absolues et les comparaisons sont faites composantes par composantes. Un
raisonnement analogue a celui fait pour le produit scalaire [153] montre que

nper(|A|)
d(A) = ———=
cond(4) = =357

ou per(A) désigne le permanent de la matrice A définie par

per(A) = Z Haw(i).
0€eG,
Ce conditionnement va nous permettre d’apprécier la difficulté de calculer un détermi-
nant. Cela va nous permettre dans la section suivante de montrer l'efficacité de notre
algorithme pour des conditionnements élevés.
On trouvera une autre définition pour le conditionnement du déterminant dans [0,
Pb 13.15].
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4.4 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous comparons les trois algorithmes suivants.
1. APPROXIMATE. L’algorithme direct en double précision qui n’est pas robuste.

2. ADAPTIVE. L’algorithme de Shewchuk en multiprécision adaptative [180]. Il fonctionne
en obtenant successivement une meilleure estimation du déterminant et s’arréte quand
Ierreur relative est inférieure & un. Cet algorithme est considéré comme le meilleur
algorithme pour le calcul des prédicats géométriques.

3. ORIENT3DEXACT. Notre algorithme 4.6 qui est lui aussi adaptatif.

TAB. 4.1 — Comparaison des 3 algorithmes. Le ratio est le temps de calcul comparé a
celui de l'algorithme ADAPTIVE. Tous les temps sont en us.

Algorithmes Points
Aléatoire Presque coplanaire
Temps Ratio | Temps Ratio
APPROXIMATE 0.023 0.34| 0.023 0.0042
ADAPTIVE 0.066 1 5.4 1
ORIENT3DEXACT  0.066 1 24 0.44

Le tableau 4.1 donne les performances des trois algorithmes. Le ratio est le temps de
calcul des différents algorithmes comparés avec celui de I'algorithme ADAPTIVE. Toutes
les mesures de temps ont été faites en C sur un Intel Pentium IV 3 Ghz avec le compi-
lateur GNU C (gcc-3.4.1). Chaque temps reporté est une moyenne des temps sur 1000
tests. Pour des points choisis de maniére aléatoire, la probabilité qu’ils soient presque
coplanaires est trés faible. Par conséquent, les trois algorithmes partagent des temps de
calcul assez proches. En effet, les trois algorithmes utilisent la méme méthode de calcul
(le calcul du déterminant par la formule (4.3)) pour calculer le déterminant. Notre al-
gorithme ORIENT3DEXACT et 'algorithme de Shewchuk ADAPTIVE calculent aussi une
borne d’erreur ce qui explique que ces deux algorithmes soient presque deux fois plus
longs que l'algorithme classique; c’est le prix a payer pour la robustesse.

Pour des points presque coplanaires, notre algorithme est plus de deux fois plus ra-
pide que l'algorithme ADAPTIVE de Shewchuk. Cela s’explique en partie par le fait que
Shewchuk a besoin de renormaliser ses expansions ce qui nécessite un tri des données.
Pour nos choix de points presque coplanaires, le conditionnement par composante varie
de 10'° jusqu’a 10°°. Les points presque coplanaires ne représentent qu’une partie infime
des entrées dans la pratique. Néanmoins, cela représente les cas les plus cotiteux en temps.
Il est donc important d’étre capable de les traiter le plus efficacement possible.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme rapide et robuste pour le cal-
cul du prédicat géométrique ORIENT3D. Notre algorithme est aussi rapide que celui de
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Shewchuk dans les cas bien conditionnés et deux fois plus rapide dans les cas trés mal
conditionnés. Nous n’avons testé que le prédicat ORIENT3D. Bien entendu, les mémes
techniques s’appliquent aisément pour les autres prédicats comme INCIRCLE et INS-
PHERE par exemple (voir [180]). Le principal potentiel de notre algorithme est de fournir
une méthode simple et efficace pour augmenter la précision des variables critiques dans
les algorithmes numériques. Les techniques que nous avons utilisées sont suffisamment
simples pour étre implémentées facilement sur n’importe quelle architecture.
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applications






Chapitre

Présentation des pseudozéros

5.1 Introduction

L’étude des racines d’un polynoéme est un probléme récurrent en mathématiques et
qui trouve son origine dans I'antiquité (voir [160] pour un historique). En effet, la connais-
sance des racines permet entre autre la factorisation du polynéme ou bien le calcul du
PGCD de deux polynomes. Or Galois ayant montré que pour des polynomes de degré
supérieur ou égal & 5, on ne peut trouver les racines par radicaux, un calcul numérique
s'impose alors afin de déterminer une approximation de ces racines. Le probléme de la
précision finie en arithmétique des ordinateurs intervient alors. En effet, les coefficients
étant codés comme des nombres flottants, il y a une perturbation des coefficients en pas-
sant en arithmétique flottante. Celle-ci peut influer de maniére importante sur les racines
du polynome.

Trois notions permettent d’étudier I'influence de la précision finie sur les racines :

— le nombre de conditionnement et la théorie des perturbations linéaires [37, 30];

— les pseudozéros |30, H1, , , , 206] ;

— le pseudospectre de la matrice compagnon [192, |, notion issue plus particulié-
rement de ’algébre linéaire.

L’intérét des pseudozéros vient du fait qu’ils permettent d’étudier de maniére géométrique
la sensibilité des racines du polynéme par rapport aux perturbations de ses coefficients
et donc se prétent bien a une représentation graphique.

Dans la section suivante, nous introduisons les premiéres notations et étudions les
différentes mesures sur les perturbations. Puis, nous définissons de fagon rigoureuse la
notion de pseudozéros pour énoncer quelques propriétés. Ensuite, nous exposons l'algo-
rithme que nous avons utilisé pour calculer ces ensembles et énongons quelques théoréemes
relatifs au nombre de racines dans les composantes connexes d'un ensemble de pseudo-
zéros et a la des multiplicités des racines. Enfin, nous proposons quelques simulations
numériques.

69
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5.2 Les perturbations

5.2.1 Choix du type de perturbations

Soit & trouver les racines du polynéme p € P, = C,[z] (ensemble des polynomes a
coefficients dans C de degré au plus n)

p(2) = pu2" + -+ prz + po. (5.1)

Soit || - || une norme sur P,, on peut alors définir sur P,, une topologie en définissant
le e-voisinage de p par

Ne(p) = {]/9\6 Pn : ||p_]/9\|| < 5}'

On parle alors de perturbations non structurées. Nous discuterons plus loin les différents
choix de norme pour || - ||.

Remarque. On peut affaiblir cette définition en prenant non plus une norme sur P,, mais
une distance.

Notons Z(p) 'ensemble des racines de p et pour tout £ > 0, définissons 1’ensemble des
e-pseudozéros par

Z:(p) ={z € C:z € Z(p) pour p € Ne(p)} -

De tels ensembles ont été étudiés par Mosier |113] puis par Trefethen et Toh [192].

On considére en fait que le polynéme p est le polynome dont les coefficients sont
des perturbations de ceux de p. Par conséquent, pour définir p, il nous faut définir les
perturbations des coefficients. On distingue classiquement deux types de perturbations :

— les perturbations non structurées,

— les perturbations structurées.

Les perturbations structurées permettent de choisir la forme du polyndéme perturbé.
Un type générique est

n

plz) = (pi +efi(e))?,

1=0

ot les (p;)izo,..n sont les coefficients de p et o les fonctions f; appartiennent a Clz].
Un type plus simple de perturbations structurées sont les perturbations dites linéaires
de la forme

p(z) = p(2) +eg(2),
ou g est un polynéme de degré inférieur ou égal a celui de p donnant la structure de la
perturbation.
En suivant [36], on distingue surtout deux types de perturbations non structurées :
— les perturbations globales,
— les perturbations par composante.
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5.2.1.1 Les perturbations globales

Soit p défini par la relation (7.1) et p un polynéme perturbé de p. On définit la norme
globale par

~ lp — Pl
lp = BIY = ===,
g
ol || - || est une norme sur les polynoémes et 3 est un réel quelconque. On prendra souvent
B = ||p|| afin d’avoir une norme relative.
Remarque. Un scaling (cf |36, p. 51] ) sur la norme est utilisé dans [192]. Cela consiste
a définir la norme ||z||; = ||Dx|2 ou D est une matrice diagonale (dy, ...,d,). Dans ce

cas [[plla = O, |di|2|ai|2)1/2. Cela revient a prendre la norme globale avec § = 1 et

-1 =1 fla-

5.2.1.2 Les perturbations par composante

En utilisant les mémes notations que précédemment, on définit la norme par compo-
sante par
[pi — Dil
fi
(2
ot les (f;)i=o,...n sont des réels positifs. En général, on prend f; = |p;| afin d’avoir une
norme relative.

Ip B = max

Remarque. 11 s’agit de la norme utilisée par Mosier [113].

En conclusion, les perturbations par composante permettent de « modéliser » les per-
turbations des coefficients alors que les perturbations globales ne décrivent que globale-
ment la perturbation du vecteur des coefficients.

5.3 Etude et calcul des e-pseudozéros

Apreés avoir défini les types de perturbations utilisées et les normes associées, nous
pouvons définir rigoureusement la notion de e-pseudozéros. On rappelle que 'on définit
le e-voisinage de p par

NI(p)={pePu:lp-0l" <e}. (5.2)

o 7 désigne soit C pour la norme par composante, soit N pour la norme globale. On
peut alors définir I'ensemble des e-pseudozéros par

ZI(p)={2€C:p(z) =0 pour p€ N (p)}. (5.3)

Cette définition ne se préte pas au calcul car elle n’est pas constructive. Néanmoins,
selon le type de perturbations (globales ou par composante), nous identifions une forme
calculable de I’ensemble des e-pseudozéros.

Dans le cas de perturbations globales, on a le théoréme suivant (voir [30]).
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Théoréme 5.1. L’ensemble des pseudozéros en norme globale vérifie

p(2)]
ZN(p):{ZEC:|—<6}, (5.4)
: 2]l
ot z=(1,z,...,2") et | - ||« est la norme duale de || - ||.
Mosier [1413] utilise déja cet ensemble avec la norme co. De la méme fagon, Trefethen et
Toh [192] réutilisent cet ensemble avec la norme 2. Ici, nous généralisons leur résultat

pour une norme arbitraire.

Remarque. Nous identifierons par la suite P, et C*"!. On peut méme, si besoin est,
identifier P, et C™ en considérant les polyndmes unitaires (coefficient dominant p, égal
a 1). Un polynome sera donc vu soit comme un polynéme au sens classique du terme soit
comme le vecteur de ses coefficients.

Démonstration. On rappelle que la norme duale || - ||, sur C"™! est définie par
T
|lz]|« = maxlz—x = max |27 z|.
=0 ||zl [|2]]=1

Si z € Z.(p) alors il existe p € P, tels que p(z) = 0 et ||p — IV = |lp — pll/B < . En
utilisant I'inégalité de Holder généralisée (i.e. |[z7y| < ||z||]|y]+), on a

p(2)] = |p(2) = p(2)] = | Z(pi — 002" < llp = pllllz]l.

Et par conséquent, on a bien |p(z)| < ¢||z||.0.

Pour montrer la réciproque, soit u € C tel que |p(u)| < el|ull«5. Un résultat classique
nous permet d’affirmer 'existence d'un vecteur d = (d;) € C""! de norme 1 vérifiant
d"u = |lull. (|37, p- 119] ou [99, p. 278]). Ce vecteur d est appelé le vecteur dual de u.
Définissons le polyndéme r par

r(z) = dezk avec 1, = dj,

k=0
et le polynéme p,, par
p(w)
w(2) = - —= . 5.5
) = ple) - B () (5:5)
On peut vérifier que p, est le polynoéme le plus proche de p (au sens de la norme || - ||)

ayant u comme racine.
I est clair que r(u) = d'u = |Jul|« et p,(u) = 0. Donc

p(u)]
Ip — pull = Il < lldlles.
[ (u)]
Comme ||d|| =1, on a
”p _puH < 55-

Ainsi u € Z.(p). [ |
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Norme Norme duale

][ =32 [ [T = max; |2;| = [|z]lo
lllo == (3, 1252 | zlls = (5 2512 = [z
[2]|oo := max; |2;] | [Jo]|5 = >, || = ||zl

TAB. 5.1 — Normes duales pour les normes usuelles sur K¥ avec K = R ou C

Le tableau 9.1 donne les normes duales pour les normes usuelles
De la méme fagon, pour les perturbations par composante, nous avons le théoréme
suivant.

Théoréme 5.2. L’ensemble des pseudozéros en norme par composante vérifie

c . . |P(Z)| c
ZE“’)‘{ ©C S AT S } (56)

Remarque. Dans les deux théorémes précédents, la forme générale de Z.(p) est Z.(p) =
{z € C:g(z)| < €} avec g une fonction calculable. Dans la suite nous utiliserons ¢ afin
d’encapsuler les deux cas correspondants aux perturbations globales et par composante.

Pour un lien entre le conditionnement de I’évaluation polynomiale et les pseudozéros,
on pourra se reporter a la sous-section 2.1.3 du chapitre 2.

A partir de ces théorémes, nous pouvons alors calculer les pseudozéros. Pour cela,
nous avons utilisé le logiciel MATLAB. L’algorithme utilisé est 1’algorithme 5.1.

Algorithme 5.1 Calcul de pseudozéros
Entrée : le polynéme p et la perturbation e
Sortie : le pseudozéro tracé dans le plan complexe
1: On maille un carré contenant toutes les racines de p a ’aide de la commande MATLAB
meshgrid.
2: On calcule g(z) pour tous les points z de la grille.
3: On affiche la ligne de niveau |g(z)| = € a l'aide de la commande MATLAB contour.

L’arrét et la correction de I’algorithme est immeédiat.
Etudions maintenant la complexité de cet algorithme. Notons L la longueur du carré et
h le pas de discrétisation. L’évaluation de g(u) nécessite 'évaluation d’un polynéme, ce
qui se fait en O(n), le calcul de la norme d’un vecteur, dont la complexité dépend de la
norme. Notons O(|| - ||«) cette complexité. La complexité de ’algorithme précédent est
donc en O((L/h)*(n+ | - |+))-

Nous avons testé notre programme sur les polynémes suivants qui sont utilisés dans
les articles [113, 192, 200].

— le polynoéme de Wilkinson Woy(2) = I12% (2 — k) ;

~ le polynome de Wilkinson tronqué Wig(z) = I}, (2 — k) ;
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~ le polynome E(2) = S350, 2% /k!;

— le polynome U(z) = 220 + 219+ ... 4+ 2 +1;

— le polynéme unitaire ayant comme zéros 2710279 . 29,

La figure 5.1 représente I’ensemble des pseudozéros du polynéome de Wilkinson W5, en
norme par composante en ne perturbant que le coefficient de z!° avec une perturbation

e =272 (voir [193] ou [199]).

10

8k
Pseudozéro du polynome de Wilkinson Wzo pour € = 272

6L

-10
0

I I I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

F1G. 5.1 — Pseudozéros du polynéme de Wilkinson Wy pour € = 2723

Remarque. Nous effectuons ici quelques remarques concernant 'effet de la précision fi-
nie sur les pseudozéros. En effet, deux questions se posent principalement. D’une part,
comment peut-on définir la grille a priori de facon a ce qu’elle contienne toutes les ra-
cines et que sa finesse permette une bonne précision des pseudozéros? D’autre part, le
calcul des pseudozéros revient a évaluer un polynéme. Or naturellement, cette évalua-
tion est entachée d’une erreur. Quelles sont alors les conséquences de cette erreur sur les
pseudozéros 7

Il semble intéressant donc de diminuer la taille de la grille en localisant de maniére
plus simple les racines. Soit p un polynéme unitaire de degré n et {z;} ’ensemble de ses
n racines. Notons r = max;—1,_, |2|. On peut alors montrer [138, p. 154] que

r < max{1,» [psl}.
k=1

Cela nous permet de définir un carré contenant ’ensemble des pseudozéros. En effet, soit
z € Z.(p). On sait alors qu'il existe p € N.(p) tel que p(z) = 0. Le complexe z étant
une racine de p, il est donc inférieur a la plus grande racine de p. Par conséquent, on a
I'inégalité

n
2] < max{1,» " [pi[}.
k=1
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Supposons que I'on soit dans le cas d’une perturbation en norme p de Hélder || - |[,. On
sait alors que ||[p —Dll, < €. Or || - |lo < || - ||p- Donc ||p — pllec < €, ce qui se réécrit
|pi — pi| < € et ensuite |p| < |p;| + ¢ pour tout i = 1,...,n. Ainsi

|z| < max{l, Z |pi| +ne} = R.
i=1

On déduit de ce qui précede que
Z.(p) € B(0, R) boule fermée de centre 0 et de rayon R.

Nous pouvons alors définir la grille par [-R, R] x [-R, R] .
Le probléme de cette méthode est que si les coefficients du polyndéme sont grands alors la
grille est tres grande méme si les racines sont petites. Une solution pourrait étre d’utiliser
d’autres bornes sur les racines, voir de choisir les bornes en fonction de la taille des
coefficients.

Discutons maintenant la finesse de la grille. Si 'on veut un ensemble de pseudozéros,
il faut que le choix de la grille permette d’isoler les racines de p. Le pas de la grille doit
donc étre choisi en conséquence. Il existe une grande quantité de résultats concernant la
séparation des racines. Les bornes suivantes sur la séparation des racines sont proposées
par Mahler et Rump [207]. Si {z;} sont les racines distinctes d’un polynome p de degré
n, alors

min |z; — z;] >@/%m =:7v (Rump),

1A 1
n 2 p||p !

min |z — z;| > =: 7 (Mignotte),
ou A dénote le discriminant du polyndéme.

Intéressons nous maintenant au probléme de précision finie. Nous avons vu précédem-
ment que le calcul de pseudozéros revenait a I'évaluation en les points d'une grille d’une
certaine fonction g définie par g(z) = p(z)/f(z) oul p est un polynome et f est une norme.
I1 se trouve que pour les normes usuelles, on a f(z) > 1 et que l’erreur numérique associée
est négligeable. Seule I'erreur sur I’évaluation du polynoéme p est a prendre en compte. On
peut utiliser 1’algorithme de Horner compensé du chapitre 3 pour évaluer précisemment
le polynéme. Néanmoins, dans la pratique, la taille des perturbations e est supérieure
a la précision des calculs et donc I'évaluation par 'algorithme de Horner classique est
généralement suffisante.

5.4 FEtude des perturbations linéaires

Nous reprenons ici I’étude des pseudozéros dans le cadre de perturbations dite [i-
néaires. On perturbe le polynéme de la fagon suivante

~,

p(2) = p(2) +eq(2),
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ol ¢ est un polynoéme vérifiant deg ¢ < degp. On définit alors I’ensemble des pseudozéros
Z(p) par

Z.(p) = {z € C: In avec |n| < e vérifiant p(z) + ng(z) = 0}.
On peut calculer cet ensemble grace a la proposition suivante.

Proposition 5.1. L’ensemble des pseudozéros pour une perturbation linéaire vérifie

Zg(p):{ZEC:’%

< e}l

Démonstration. 1l s’agit juste de réordonner les termes dans la définition ci-dessus. W

Remarque. Si q(z) = 0 alors deux cas sont possibles. Si z est une racine de p alors
p(z)/q(z) = 0 et z appartient a 'ensemble Z.(p). Si maintenant p(z) # 0 alors alors
p(2)/q(z) = oo et donc z n’est pas un pseudozéro. Il n’y a donc pas de probléme dans le
calcul moyennant le fait de considérer les égalités suivantes : 0/0 =0 et 1/0 = oo .

5.5 Quelques théorémes relatifs aux pseudozéros

Moyennant quelques hypothéses sur e et sur le coefficient dominant de p (que 1'on
peut supprimer si on prend p sous forme unitaire) on peut affirmer que 'ensemble des
pseudozéros est un ensemble borné. Nous supposerons dans la suite que ceci est réalisé.

Les théorémes suivants sont diis & Mosier [143]. Ils établissent certaines relations
entre les racines du polynéme p et les racines des polynomes “proches” de lui (i.e., qui
appartiennent a N.(p)).

Théoréme 5.3. En se placant dans les hypothéses précédentes (i.e. l'ensemble des pseu-
dozéros est borné), si ¢ € N.(p) alors q et p ont le méme nombre de racines (en comptant
les multiplicités) dans chaque composante connexe de Z.(p). De plus, il y a au moins une
racine du polynéme p dans chaque composante conneze de Z.(p).

Démonstration. Nous retranscrivons la preuve se trouvant dans [113, p. 269].
Soit z € Z,, ou Z,, est une composante connexe de Z.(p). Par définition, il existe p € N.(p)
tel que p(z) = 0. Notons maintenant m,, le nombre de zéros de p se situant dans Z, (en
comptant les multiplicités). Notons aussi py(z) := (1 — t)p(2) + tp(z) pour ¢ € [0,1]. On
vérifie alors que

lpe —pll =tllp—Dl| <te <e car te[0,1].

Par conséquent p; € N.(p) pour tout ¢ € [0, 1]. Or les coefficients de p; sont des fonctions
de t et il est bien connu que les racines d’'un polynome sont des fonctions continues de
leurs coefficients. Ainsi comme t varie de 0 a 1, les racines de p; forment des chemins
continus des racines de pgy & celles de p;. En effet, comme les composantes connexes de
Z.(p) sont bornées et disjointes, les zéros ne peuvent “sauter” dans une autre composante
connexe ou bien partir a I'infini. Les racines restent donc dans Z,. Donc p = p; admet
lui aussi m,, racines. |
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Le théoréme suivant permet de donner une condition nécessaire et suffisante pour
savoir si le voisinage d’une racine contient deux racines de p.

Théoréme 5.4. Un voisinage d’une racine de p contient deuz racines de p si et seulement
si il contient un nombre complexe w comme racine double de p, (défini en (5.5) dans la
preuve du théoréme 5.1).

Démonstration. La preuve se trouve dans [113, p. 271]. |

Nous allons maintenant introduire une notion de multiplicité pour une composante
connexe de Z.(p) qui nous permettra par la suite de simplifier des définitions et des
énoncés de théorémes.

Définition 5.1. La multiplicité d’'une composante connexe Z,, de Z.(p) est le nombre
commun de zéros dans Z,, de tous les polynomes de N.(p).

Il s’agit d’une tranposition de la notion de racines multiples au cas des polynémes
connus avec une incertitude.

5.6 Pseudozéros dans le cas de polyndémes réels

Dans le cas ou le polynéme p est réel, i.e. p € R,[z], les polynémes perturbés sont
eux aussi réels. On définit alors le voisinage de p par NE(p) := {qg € R[z] : ||[p — ¢|| < &}
Deux cas sont alors envisageables. Ou bien on cherche les pseudozéros réels, auxquels cas
c’est quasiment identique & I’étude précédente, ou alors on cherche tous les pseudozéros
complexes non réels.

Nous allons nous attacher au cas complexe. On définit alors I’ensemble des pseudozéros
par Z.(p) :={z € C: p(z) = 0 pour p € NE(p)}.

Il est clair que Z.(p) est symétrique par rapport a 1’axe des réels. En effet si 2z € Z.(p)
alors Z € Z.(p) car si p(z) = 0 et p € Ry[z] alors p(Z) = p(z) = 0. On peut alors
démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.5. Soit Z,, une composante connexe de Z.(p) de multiplicité 1. Alors ou
bien Z, C R ou bien Z, "R = 0.

Démonstration. Si Z, contient des réels et des complexes alors Z,, doit étre symétrique par
rapport a l'axe des réels. Soit z € C\R tel que z € Z,,. Il existe donc p € Nf(p) C R,,[7]
tel que p(z) = 0. Par conséquent p(Z) = 0 et donc p admet au moins deux racines dans
Z,, ce qui contredit le fait que Z, soit de multiplicité 1. |

Corollaire 5.1. Une composante connexe Z,, de Z.(p) vérifiant 0 # Z, "R # Z, est de
multiplicité au moins 2.

Nous avons donc quelques résultats vis a vis des perturbations réelles. Dans le cas
des perturbations linéaires (section 5.4), le résultat obtenu dans le cas de perturbations
complexes s’applique aussi pour les perturbations réelles.
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5.7 Pseudozéros simultanés

Nous reprenons ici la terminologie de Stetter [185]. Soient {zj }x—1.. ., un ensemble de
pseudozéros appartenant a des composantes connexes différentes. On peut se demander
s'il existe un polynéme perturbé p appartenant a Z.(p) vérifiant p(zx) = 0 pour k =
1,...,m.

Définition 5.2. Un ensemble {z;}, k = 1,...,m est un ensemble de e-pseudozéros si-
multanés si il existe p € N.(p) tel que p(z ) 0 pour k =1,.

Soit £ la variété en a = («;) définie par

Zozjz,z +p(z) =0 pour k=1,...,m. (5.7)

J=0

Le théoréme suivant énonce une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble
{#k }k=1...m soit un ensemble de e-pseudozéros simultanés.

Théoréme 5.6. Un ensemble {zy}r=1. . m est un ensemble de e-pseudozéros simultanés
st et seulement si
d :=min|af <e. (5.8)

a€el

Démonstration. Montrons tout d’abord la condition suffisante. Soit 3 = (3;);j=1,.. € €
vérifiant ||| < e. On remarque alors que

ﬁ@)=p@)+§:ﬁﬂj€NJM-

En effet,
B—pl =1 82I= 18l <e
§=0

Et comme f € £, ona:p(z)=0pour k=1,...,m.

Pour la condition nécessaire, on suppose l'existence de p € N.(p) vérifiant p(z;) = 0
pour k =1,.
Définissons f( ) ]3( ) p(z) = Yi, fiz". Comme p € N.(p), on a ||f|| < e. De plus
p(zx) = 0 pour k = 1,...,m. Par conséquent,

ijzj+p(zk):0 pour k=1,...,m

=0
Donc f = (fj) € £etd <Le. [ |

Remarque. Dans le cas particulier ou n = m, ’équation (5.7) admet une solution unique
(sous réserve bien str que la matrice associée au systéme soit inversible). La variété étant
réduite & un unique point, il suffit de calculer la distance de ce point a l'origine et de la
comparer a €.
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On peut aussi définir des ensembles de pseudozéros simultanés en restreignant les
ensembles de pseudozéros. Supposons par exemple avoir fixé un pseudozéro z; d’un poly-
noéme p. On peut restreindre I’ensemble des pseudozéros en disant qu’il s’agit des racines
des polynémes perturbés p vérifiant p(z;) = 0.

Définition 5.3. Pour z; € Z.(p), on définit I'ensemble
Z.(p| z):={2€C:3pe N.p) avec p(z1) =0 et p(z) = 0}.
On peut alors énoncer le théoréme suivant, dont la preuve est immédiate.

Théoréme 5.7. z € Z.(p | z1) si et seulement si z et z; sont des pseudozéros simultanés
de p.

5.8 Pseudozéros avec multiplicité

Définition 5.4. Un pseudozéro z de p est dit de multiplicité m si il existe un polynéme
perturbé p appartenant a N.(p) ayant z comme racine avec la multiplicité m.

On sait que z est une racine de multiplicité m de p si et seulement si
pM(2)=0 pour k=0,...,m—1. (5.9)
En notant que p(x) = p(x) + >77_g ;27 et en utilisant (5.9), on obtient

n—k

1
Z( >ajz7 ko k'p(k)(z) =0, k=0,...,m—1. (5.10)
p !

L’équation (5.10) est I'’équation d'une variété linéaire de C" que nous noterons £™)(z).
Nous avons alors le corollaire suivant.

Corollaire 5.2. z € C est un e-pseudozéro de multiplicité m si et seulement si €M™ (2)

vérifie (5.8).

5.9 Simulations numériques

Dans cette section, nous proposons quelques simulations numériques obtenues avec le
package que nous avons écrit en MATLAB.

La figure 5.2 représente 'ensemble des pseudozéros du polynéme p(z) = 22 — (10.5 +
10.2i)z + (1.5 4453.5) pour différentes valeurs de €. Les perturbations du polynémes sont
de type par composante pondérées par fo = 4, f; = 0.5, fo = 0.01. On peut remar-
quer qu’avec une tolérance de 0.01, on ne peut distinguer les deux racines de p qui sont
5+15 et 5.5+15.2. En diminuant la tolérance, on voit alors la séparation des deux racines.
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F1G. 5.2 — Ensembles des pseudozéros du polynéme p(z) = 2%2—(10.5+10.27)z+(1.5+153.5)
pour trois valeurs différentes de ¢.

La figure 5.3 montre I’évolution de I’ensemble des pseudozéros Z, ), (p) du polynome
p(z) =1+ z+ -+ + 2?° dont les racines sont les racines 21¢ de I'unité. Nous utilisons la
norme || - ||4 de Trefethen et Toh [192] (voir la remarque page 71) avec d = ||p|lap~*.

La figure 6.2 montre I’évolution de I'ensemble des pseudozéros Z.,(p) du polynome
p ayant pour racines 2719279 .. 29 avec la méme norme que précédemment. On voit
trés clairement la variation d’incertitude sur les racines en fonction de la tolérance e.

La figure 5.5 montre d’une part les valeurs de g(z) (voir remarque page 73) sur la grille
que nous avons choisi et d’autre part ’ensemble des pseudozéros (en norme 2) Z.(p) pour
e = 0.1 du polynome p(z) = (z — 1)(z — 2).

5.10 Conclusion sur les pseudozéros

Les pseudozéros semblent étre un outil de choix dans I’étude des racines des poly-
nomes en précision finie. Ils aident & la compréhension des problémes numériques liés a
la recherche de racines. C’est un outil complémentaire au conditionnement qui permet de
plus une vision géométrique du probléme.

Mais l'intérét principal des pseudozéros est qu’ils permettent de transposer les per-
turbations sur les coefficients des polynémes en des perturbations sur les racines.

Dans les chapitres suivants, nous allons proposer d’autres applications dans différents
domaines. Dans le chapitre 6, nous donnons des applications en calcul formel. Dans le
chapitre 7, nous proposons des applications en théorie du controle.
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Fi1G. 5.3 — Ensemble des pseudozéros pour diverses valeurs de ¢ du polynome p(z) =
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F1G. 5.4 — Ensemble des pseudozéros pour diverses valeurs de € du polynéme p ayant
pour racine 2710, 279 29,
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(b) coupe horizontale dans la figure (a)

F1G. 5.5 — Ensemble des pseudozéros pour € = 0.1 du polynome p(z) = (z — 1)(z — 2) .



Chapitre

Applications des pseudozéros en calcul
formel

6.1 Introduction

On va montrer dans cette introduction la limite de la définition du PGCD algébrique
dans le domaine de la précision finie. Prenons par exemple deux polynoémes p et ¢ uni-
taires et tels que degp > 1. On suppose de plus que p divise g. Cela revient a dire que
PGCD(p,q) = p. Or pour toute constante € > 0, on a PGCD(p,q + ¢) = 1. Par consé-
quent, une petite perturbation du polynéme p peut entrainer un « saut » important du
PGCD. Le PGCD ne dépend donc pas contintiment des perturbations de ses coefficients.
Le calcul du PGCD est par conséquent un probléme mal posé au sens d’Hadamard.

On a le méme type de problémes avec la notion de polyndémes « premiers entre eux ».

L’exemple suivant issu de [12] est révélateur. Soient p et ¢ les polyndomes suivant
1 5 5 1
p(Z):(Z—g)(Z—§)=Z2—2z+§, Q(Z):Z—g'

Lorsque I’on transforme les coefficients de p et ¢ en nombres flottants, les deux polynémes,
qui ont une racine commune en arithmétique exacte, deviennent premiers entre eux. De
la méme fagon, les polynomes

1
p(Z):E)OZ—?’ q('Z):Z_?J
premiers entre eux en arithmétique exacte, ne le sont plus en considérant une précision
de deux chiffres aprés la virgule (1/7 = 0.14285714 et 7/50 = 0.14).
L’idée dans 'aspect approché est de ne plus considérer les polyndémes comme des
données exactes mais plutot comme des boules dans ’espace des polynémes. On s’attend

alors a4 ce que, aprés une légére perturbation des polynémes, on obtienne un PGCD
approché proche du PGCD exact.
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6.2 PGCD approché de polynémes

6.2.1 Historique

Le calcul du PGCD approché a été relancé en 1985 par A. Schonhage [178] sous le
terme de « Quasi-GCD ». Il suppose dans son étude qu’il peut avoir une approximation
arbitrairement précise des réels. Autrement dit il travaille en précision infinie.

Pour f € P, on notera p(f) le réel défini par p(f) = max ; |z|. Le probléme qu’il

z racine de
résout est alors le suivant :
Etant donnés | - ||, la norme 1, f € P,, g € Py, avec 1 < m < n, || f|1,
lgllx € [3,1], p(f) < 7 et étant donné 0 < € < 3, trouver des polynémes h
€ Pp1, v € P,y tels que
(i) |lhfi — fll1 <e, |[hg1 — gl < € pour f1, g1 bien choisis
(i) [Juf +vg = hlls <el[h]ly
Le polynoéme h est appelé un Quasi-GCD de p et g. Il résout ce probléme en utilisant un
algorithme d’Euclide modifié de fagon a le rendre plus stable.
Mais le probléme est que généralement, on ne peut avoir une précision infinie. En effet,
dés que 'on travaille sur une machine, les réels sont approximés en nombres flottants et
par conséquent les données que 'on code sur la machine sont entachées d’erreurs. La

définition de PGCD approché a du évoluer. C’est ce que nous allons étudier dans les
sections suivantes.

6.2.2 Définition du -PGCD

Il y a plusieurs facon de définir un e-PGCD mais la plus couramment admise est la
suivante.

Définition 6.1. Etant donnés deux polynomes p et ¢ de degré respectif n et m, et € un
réel strictement positif, on appelle e-diviseur (ou diviseur approché) de p et q tout diviseur
des polynémes perturbés p et ¢ vérifiant ||[p — p|| < ¢, |l — q|| < € et deg(p — p) < n,
deg(q — q) < m. Un e-PGCD de p et q est un e-diviseur de degré maximum.

Remarque. Autrement dit, e-PGCD(p, q) = PGCD(p, q) pour p € P, et ¢ € P, vérifiant
lp =Dl <e llg —q|| < e et tel que deg PGCD(p, ¢) soit maximal.

On remarquera aussi que la définition n’implique pas I'unicité du e-PGCD. 1l est clair
que le degré du PGCD est unique mais en aucune maniére le e-PGCD.

6.2.3 Calcul d’un -PGCD

Cinq types d’algorithmes ont été proposés pour calculer un e-PGCD.

1. Un point de vue est d’utiliser une définition plus forte pour le PGCD approché en
se basant sur une représentation par les racines. L’idée est de considérer les racines
des polynomes de départ et d’associer le plus possible de racines proches entre ces
polynomes. Cette étude est détaillée dans [159, 161].
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2. Une approche possible consiste & adapter ’algorithme classique d’Euclide pour le
calcul du PGCD de deux polynomes en modifiant les tests et les conditions d’arrét
[0, |. Cette approche semble naturelle mais on ne peut pas prouver en sortie
de l'algorithme que I'on a bien un e-PGCD (e-diviseur de degré maximum). On ne
récupeére en fait qu'un e-diviseur.

3. Une autre approche proposée est une approche matricielle [39, 57, 58]. Elle consiste
a se ramener & des problémes matriciels (en général), et utiliser des outils numé-
riques (par exemple la SVD (Décomposition en Valeurs Singuliéres)). Cette méthode
permet d’obtenir une borne supérieure sur le degré d’'un e-PGCD.

4. Une autre approche consiste & formuler le probléme du e-PGCD comme un probléme
d’optimisation |1 13]. Karmarkar et Lakshman |1 13] propose un algorithme de calcul
d'un e-PGCD ainsi que les perturbations sur les polynémes en entrée réalisant ce
PGCD approché. Une partie de leur algorithme peut se faire en précision finie mais
sa complexité est exponentielle en le degré du PGCD approché. Néanmoins, il s’agit
de la premiére approche permettant d’obtenir un PGCD approché certifié (on n’a
pas seulement obtenu un diviseur approché).

5. Trés récemment, Zeng [203, | a proposé une approche numérique qui fusionne
plusieurs propriétés et algorithmes a la fois symbolique et numérique. Pour deux
polyndémes connus avec une certaine incertitude, il identifie le degré du e-PGCD en
appliquant successivement des SVD partielles sur les matrices de Sylvester. Cette
étape permet aussi de déterminer une approximation intiale du PGCD approché
afin d’effectuer ensuite une méthode de Newton qui converge vers le e-PGCD. La
fiabilité des calculs provient du fait qu’il tranforme un probléme mal conditionné
en un probléme bien conditionné que I'on définit sur une « variété péjorative » (on
connait la multiplicité des racines du PGCD approché). Cette idéé a été introduite
en 1972 par Kahan [110].

6.2.4 Une étude géométrique

Nous introduisons dans cette section une nouvelle définition de e-PGCD a l'aide des
pseudozéros. Il s’agit d’une définition proche de celle de Pan [159]. Nous allons le définir
sous la forme d’un algorithme. Tout d’abord on trace les pseudozéros de p et ¢ que l'on
superpose. Lorsqu’une composante connexe de ’ensemble des pseudozéros de p intersecte
une composante connexe de ’ensemble des pseudozéros de ¢ alors on choisit un point dans
I'intersection. On fait cela pour toutes les intersections entre les différentes composantes
connexes. On obtient alors une suite de nombre (o );—1, ;. On définit alors un e-PGCD
par 1L, (2 — o).

Certes, cet algorithme ne nous permet pas de certifier que 'on a un PGCD de degré
maximal car on ne tient pas compte des multiplicités des racines. Il s’agit simplement de
regrouper les racines « presque communes ».

Il apparait que les pseudozéros ne permettent pas de résoudre le probleme du PGCD
approché. Nous allons montré maintenant que cet outil permet néanmoins de répondre
au probléeme de la primalité approchée.
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6.3 Polyndmes premiers entre eux

Dans cette section, nous étudions la notion de polynémes premiers entre euzr. On dit
que deux polyndémes sont premiers entre euzr s’ils n’ont aucunes racines communes. Par
analogie, nous dirons que deux polyndémes sont e-premiers entre eux si leur e-PGCD est
1. Il est clair qu’un calcul de PGCD approché permet de tester la primalité approchée.
Néanmoins, d’autres méthodes semblent plus efficaces. Il est souvent intéressant, avant
de commencer un calcul de e-PGCD cotiteux, de faire un test de primalité approchée.

Nous étudions tout d’abord les articles [ 1, 12| qui donnent des bornes sur les pertur-
bations afin que deux polynomes restent premiers entre eux. Ensuite, nous montrons que
les tracés de pseudozéros permettent de tester graphiquement la primalité approchée de
deux polynomes.

6.3.1 Borne sur les perturbations

6.3.1.1 Deéfinitions et notations

Soient p et ¢ deux polynéomes de C|[z] définis par
P(2) = Pz +pu-z+ - Hpo, 4(2) = @™+ G2 G0, Py # O

Le PGCD de p et ¢ est donné par

PGCD(p,q)(2) = [ (2= otp(z) =pu- [[z= ). a(2) =gm- [[(z - B).

~EANB acA BEB

On définit de plus sur C[z] la norme || - || par
Ipll =) Ipsl.

J

Par extension, on définit
I(p, )|l = max{|lpll, llgll} = max{> " Ip:l, Y lg;I}-

On pose alors la définition suivante :
Définition 6.2. Pour p,q € C[z], on définit
e(p,q) = inf{||(p — D,q¢ — @)|| : (P, q) ont une racine commune et degp < n,degq < m},

Remarque. Ceci signifie que tous polyndmes p, ¢ vérifiant ||(p—p, ¢—q)|| < € < €(p, q) avec
degp < n,degq < m sont premiers entre eux. Les polynémes p et ¢ sont dit e-premiers.
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6.3.1.2 Calcul d’une borne inférieure pour €(p,q)

Il est bien connu que le calcul de PGCD peut étre vu comme un probléme d’algébre
linéaire. Soit S(p, q) la matrice de Sylvester de (p, q),

po 0 -+ 0 g 0 --- 0
popo -t @ G :
T | N S R |
S =1 ,, . g | oo,
0 pn P 0 g ¢
0 ... 0 b 0 .. 0 q;n_

Le critére de Sylvester affirme que deux polyndémes sont premiers entre eux si et seulement
si S(p,q) est une matrice inversible. Berkermann et Labahn ont montré [12] que

Lemme 6.1. Pour tout polynome p et q, nous avons

1
€, q) 2 o (6.1)
15(p, @)~
Démonstration. Elle repose sur le théoréme de Gastinel (voir [12]). |
Dans [12], Berkermann et Labahn proposent de calculer une borne supérieure de

1S(p, q) 7.

6.3.1.3 Calcul d’une borne inférieure pour || S(p,q) ||

Le théoréeme de Bezout assure que p et ¢ sont premiers entre eux si et seulement si il
existe u,v € Clz], avec degu < n,degv < m, satisfaisant

p-u+q-v=1. (6.2)

L’équation (6.2) peut se réécrire matriciellement sous la forme

S(p,q) - [ g} =(1,0,...,0)". (6.3)

Ainsi, deux polyndmes sont premiers entre eux si et seulement si on peut déterminer
la premiére colonne de 'inverse de la matrice de Sylvester correspondante.
En explicitant I'inverse de la matrice de Sylvester, on peut montrer le

Théoréme 6.1. Soient u et v deuzx polyndémes de degrés au plusn—1 et m—1 satisfaisant

(6.2). Alors
I <iseari<|| 4]

ou [ est donnée par f(z) = f1z7 '+ ..+ filipmz T = Zég +0(E="") -

+2- (71 s )l (6.4)
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Démonstration. Voir [12]. [ |

Introduisons le probléme dual de (6.2) qui est équivalent a I'existence de u,v € C|[z]
avec degu < m,degv < n vérifiant

p(2) - v(2) +q(2) - u(z) = 2" (6.5)

ce qui se réécrit matriciellement sous la forme

} =(0,...,0,1)". (6.6)

SIS

S(p.q) [

On peut alors montrer que

En notant

Y

il [ e M ]

et en combinant le théoréme 6.1 et la relation (6.6), on obtient le

‘ = max{

2 I

Théoréme 6.2. Soient u,v et u,v solution de (6.2) et (6.6). Nous avons

k< IS. o) < s +2-1f] - (0. 9,

avee ||f|| = ||lv-w — w-v||. De plus, on a la majoration suivante, ||f| < k2.

En reprenant l'inégalité (6.1) et le théoréme précédent, on obtient une borne inférieure

de €(p, q), ,

k4267 |l(p gl

Or numériquement, on trouve que ||S(p, ¢) || est proportionnel & et non a 2. Il semble
donc que la borne trouvée ne soit pas optimale. Afin d’obtenir une borne plus précise,
nous devons effectuer une étude plus détaillée de €(p, q).

On peut montrer le résultat suivant :

(6.8)

e(p,q) =

Théoréme 6.3. Nous avons

. p(z) q(2)
= inf 6.9
WO = B T, =0 09
ot C = CU{o0}.
Sion note h(p, ¢, z) = inf, & || II(§),(2)H’ ”(f’(;%)” || et 2* le point ot h atteint son minimum,

on montre alors que z* est la racine commune des polynémes perturbés p et ¢. Il résulte
de cela que si z* appartient au disque unité alors

' 1
c(p.0) = inf p(2). 0 > [y



6.3. Polynomes premiers entre eux 89

sinon
1

e(p,q) = \i?;fl | (p(2),q(2))]| = m

Finalement, en regroupant les deux inégalités précédentes, on obtient

=)=

e(p.q) 2 (6.10)

Cet algorithme a été intrégré dans la version 8 de Maple dans le package SNAP [108].
Cet algorithme nécessite O((n + m)?) opérations mais ne donne pas toujours une borne
précise pour €(p, ¢) comme nous allons le montrer.

Prenons par exemple les polynémes p(z) = 2% et ¢(z) = (2 — 1)?. La fonction
DistanceToCommonDivisors du package SNAP donne 0.125 comme borne inférieure de
¢(p, q). Maintenant, en utilisant la fonction AreCoprime par la commande

> AreCoprime(p,q,z,0.2);

on obtient FAIL. Cela signifie que le logiciel n’est pas capable de décider de la 0.2-primalité
de p et q.

A notre connaissance, il n’existe pas d’autres algorithmes pour décider I’e-primalité
de polynomes sans avoir a calculer un e-PGCD. Nous allons montrer dans la sous-
section 6.3.3) que l'on peut utiliser le tracé de pseudozéros pour tester la primalité
approchée. Nous expliquerons comment la figure 6.1 montre que les polynémes p et ¢
sont 0.2-premiers.

0.8 4

0.6 q

04r q

0.2 4

F1G. 6.1 — L’ensemble des e-pseudozéros montre que les polynémes p = 22 et ¢(z) =
(z — 1)? sont 0.2-premiers (¢ = 0.2)
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6.3.2 Utilisation d’une SVD

Nous avons dit, dans le chapitre précédent, que I'utilisation d’une SVD permet d’avoir
une borne supérieure du degré d’un e-PGCD. Par conséquent, si ’on trouve que le degré
d'un e-PGCD est 0 alors on est stir que les deux polyndémes sont premiers entre eux.
Sinon, on ne peut rien dire. Le cotit de cet algorithme est en O((n + m)?).

6.3.3 Aspect géométrique a ’aide des pseudozéros

Nous allons maintenant étudier ce que la notion de pseudozéros peut apporter a 1’étude
de la primalité. De part la définition des pseudozéros, nous pouvons affirmer deux choses.

Proposition 6.1. Soient p et q deux polynomes de P,. On a les deux assertions sui-
vantes :

(1) silintersection des pseudozéros est vide alors les deux polyndomes sont premiers entre
euz,

(2) si lintersection est non vide alors ils ont un e-PGCD non trivial.

Démonstration. Montrons ces affirmations :

Soient p et ¢ deux polynomes a coefficients complexes. Si Z.(p) N Z.(q) = () alors par
définition de I'ensemble des pseudozéros, on ne peut pas trouver p € N.(p) et ¢ € N.(q)
ayant une racine commune. Cela signifie bien que p et g sont e-premier entre eux. Si
maintenant Z.(p) N Z.(q) # () alors prenons a € Z.(p) N Z.(q). Cela signifie qu’il existe
P € N:.(p) et ¢ € N.(q) tels que p(a) = 0 et g(a) = 0. Donc le polynéme (z — a) divise
p et ¢. Par conséquent un e-PGCD est au moins de degré 1 et donc p et ¢ ne sont pas
e-premiers entre eux. [ ]

Appliquons cette proposition en considérant, par exemple, p et ¢ définis par
p(z) = 2% —3.9992 +3.001, et q(z) = 2* —3.001z + 1.999.

La figure 6.2 représente ’ensemble des e-pseudozéros de ces deux polynomes pour
deux valeurs différentes de € (0.0009 et 0.002). Sur la figure de gauche, U'intersection est
vide donc les deux polynémes p et ¢ sont 0.0009-premiers entre eux. Par contre, sur la
figure de droite, I'intersection est non vide si bien que p et ¢ ne sont pas 0.002-premiers
entre eux.

Néanmoins un probléme se pose. Les composantes connexes d'un ensemble de pseu-
dozéros sont convexes. Mais si la discrétisation de la grille n’est pas assez fine, il se peut
que l'on trouve que l'intersection est vide alors qu’elle ne 'est pas en réalité, comme le
montre la figure 6.3.

6.3.4 Synthése

On récapitule ici les différentes méthodes pour tester la e-primalité. Les deux premiéres
méthodes du tableau 6.1 sont issues de la littérature. La troisiéme est notre contribution
au sujet.
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-0.002

~0.004

-0.006

-0.008

0.008

0.006

0.004F

0.002F

ok

£=0.0009

-0.01
0.99

L L L L L L L L L
0992 0994 0996  0.998 1 1002 1.004 1006 1008 1.0

(a) p et ¢ sont 0.0009-premiers entre eux

0.008F
0,006
0,004
00021 /
o
~0.002|- AN
0,004
0,006

-0.008}

-0.01

(b) p et ¢ ont un 0.002-diviseur commun

L L L L L
099 0992 0994 099 0998 1

L L L L
1.002 1004 1006  1.008

1.01

F1G. 6.2 — Ensemble des e-pseudozéros pour différentes valeurs de € des polynomes p et

q.

Discrétisation grossiére/fine

F1G. 6.3 — Influence de la discrétisation dans le choix de la primalité.

Méthode Coiit Certification
Borne de Beckermann et Labahn | O((n + m)?) primalité
SVD O((n+m)?) primalité

pseudozéros X non primalité

TAB. 6.1 — Différentes méthodes pour tester I'e-primalité.
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Notre algorithme est avant tout un algorithme qualitatif. Il permet d’apprécier gra-
phiquement la primalité de deux polynomes définis avec une certaine incertitude. Il est
difficile d’automatiser le calcul explicite de l'intersection de deux ensembles de pseudozé-
ros. Nous verrons au chapitre 7 que 'on peut le faire pour l'intersection entre une droite
et I’ensemble des pseudozéros d’un polynoéme



Chapitre

Applications des pseudozéros en théorie
du controle

En théorie du controle et en automatique, on écrit classiquement les fonctions de
transfert sous la forme H(p) = N(p)/D(p), ou N et D sont deux polynomes et ou p est le
parameétre du systéme. Le systéme décrit par cette fonction de transfert est dit stable (au
sens de Hurwitz) si tous les zéros de D sont a parties réelles négatives (autrement dit si le
polynéme D est stable au sens de Hurwitz). Puisque des incertitudes sur les coefficients
sont inévitables dans les problémes de la vie réelle (incertitudes sur les données; erreurs
d’arrondi), il est souvent utile de mesurer la distance d’un systéme stable au systéme
instable le plus proche. Il s’agit en fait de mesurer la distance de D au polynoéme instable
le plus proche. Nous nous intéressons ici a cette distance.

En utilisant la matrice compagnon, ce probléme purement polynomial peut étre re-
formulé en un probléme matriciel. Une matrice A € C™*™ est dite stable si toutes ses
valeurs propres sont a parties réelles négatives. Autrement, elle est dite instable. Quand
la matrice A est stable, le calcul de la distance (par rapport a la norme 2 notée || - ||) de
A a la matrice instable la plus proche,

B(A) = min{||E|| : A+ E € C"" est instable}.

a été largement étudié en algébre linéaire numérique [90, 32, 85, 92, 80]. Hinrichsen et
Kelb [90] ont introduit et étudié la notion de rayon de stabilité complexe (réel) d’une
matrice de taille n x n. Ils ont obtenu des caractérisations et des estimations pour le
rayon de stabilité complexe. Dans [32], Byers propose un algorithme de dichotomie pour
calculer ce rayon. La méthode proposée nécessite de tester si une matrice Hamiltonienne
a des valeurs propres sur 'axe imaginaire, ce qui est assez cotiteux. On peut trouver un
état de 'art sur le probléme de la matrice la plus proche ayant une propriété donnée
dans [85] avec en particulier le probléme de la matrice instable la plus proche. Un état de
'art sur le rayon de stabilité se trouve dans [92]. Plus récemment, He et Watson [30] ont
proposé de calculer (A) = minggr f(s) avec f(s) = omin(A — sil) ol oy dénote la plus
petite valeur singuliére. Leur algorithme est basé sur un schéma d’itération inverse afin
d’obtenir un point stationnaire de la fonction f. Comme pour les méthodes présentées

93
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précédemment, ils ont besoin de vérifier si une matrice Hamiltonienne a ou non des valeurs
propres sur ’axe imaginaire.

Pour s’assurer que la distance minimale est le rayon de stabilité du polynome associé,
la matrice perturbée A+ F doit conserver la structure de matrice compagnon de A. Cela
signifie que I'on doit calculer un rayon de stabilité structuré. Dans |91, 91], les auteurs
proposent différents algorithmes pour calculer cette distance avec une certaine structure.
Les perturbations de la matrice A sont de la forme A+ E avec E = BDC ou B € C™*™ et
C € CP*" donnent la structure de la perturbation et D € C™*P est une matrice inconnue.

Soit A la matrice compagnon d’un polynoéme unitaire p = 2" + Z?:_Ol pizt de degré n,

0 1
0 1
A= :
0 1
—Po —P1 " —Pn-2 “Pn-1

Définissons B = [07"'707_1]T € CnX1a C = Idna et D = [@\0,...,@1—1] S Clxn. La
matrice perturbée

0 1
0 1
A+ BDC = -
0 1
—(Po+po) —(Pr+p1) -+ —(Pn-2+tDPn-2) —(Pn-1+DPn1)

est la matrice compagnon du polyndéme perturbé ¢ = 2" + Z?:_ol (p; + pi)z". Dans ce cas,

le rayon de stabilité du polynéme perturbé p est égal a
min{||D|| : A+ BDC € C™*" est instable}.

Cette méthode nécessite de transformer un probléme purement polynomial en un pro-
bléme matriciel qui est plus général.

Récemment, Genin, Stefan et Van Dooren [(4] ont proposé un algorithme pour cal-
culer le rayon de stabilité complexe pour des polynémes matriciels. Le cas polynomial
est donc un cas particulier dans leur étude. Néanmoins leur algorithme nécessite le calcul
des racines d’un polynéme. Ce calcul est évité dans notre algorithme et remplacé par le
calcul de suites de Sturm.

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme de calcul du rayon de stabilité en res-
tant dans le domaine des polynomes. Le point clé de notre algorithme est 1'utilisation des
pseudozéros. L’algorithme proposé ici est de type symbolique-numérique (on voit aussi
le terme d’algorithme hybride). Cela signifie que 1'on utilise des méthodes formelles (ici
les suites de Sturm) dans des procédures numeériques. Une telle approche a été initiée
dans [22| pour compter le nombre de valeurs propres imaginaires pures d’une matrice
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Hamiltonienne. Il semble néanmoins que de telles approches ont été trés peu étudiées
bien qu’elles fournissent des algorithmes efficaces et précis.

Soient P,, 'espace des polynémes a coefficients complexes de degré au plus n et M,
le sous-espace des polyndmes unitaires de degré n. Soit p appartenant a M,, écrit sous la
forme

p(z) = Zpizi, pn = 1. (7.1)
=0

En représentant p par le vecteur (po, . .., pn_1)7 de ses coefficients, on identifiera la norme
| - || sur M,, avec la norme 2 de C™ du vecteur correspondant.
Un e-voisinage de p est I’ensemble des polyndémes de M,, « assez proche » de p, c’est-
a-dire,
N.(p)={pe M, :|p—pll<e}. (7.2)

Les e-pseudozéros sont alors toutes les racines de tous les polynomes contenus dans le
e-voisinage de p. Une définition non-constructive de cet ensemble est, comme précédem-
ment,

Z.(p) = {z € C: f(z) = 0 for p € N.(p)}. (7.3)

Dans les sections 7.1 et 7.2, nous rappelons des définitions et des résultats utiles a
propos, respectivement, des pseudozéros et et la stabilité des polyndmes. Dans la sec-
tion 7.3, nous présentons un algorithme de dichotomie pour calculer le rayon de stabilité
Dans la section 7.4, nous présentons des simulations numériques de cet algorithme. Dans
la section 7.5, nous présentons un algorithme de calcul du pseudoabscisse. Enfin dans les
sections 7.7 et 7.8, nous donnons le code des algorithmes.

7.1 Pseudozéros et rayon de stabilité
On rappelle ici la formule pour calculer les pseudozéros.

Proposition 7.1 (Toh et Trefethen [192]). L’ensemble des e-pseudozéros de p vérifie

Z.(p) = {z € C:yg(z):= p(2)] < &?} ) (7.4)

Les polynomes que nous utilisons ici sont unitaires afin d’assurer que ’ensemble des
pseudozéros est borné.

Proposition 7.2. L’ensemble des e-pseudozéros est un compact contenu dans la boule
de rayon ||p|| + .
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Démonstration. Comme la fonction g est continue, 'ensemble Z_.(p) = ¢~ !([0,¢]) est
fermé. Prouvons maintenant qu’il est aussi borné. Soit {z;};—1., les racines de p comptées
avec leurs multiplicités et notons r = max; |z;|. On peut montrer (voir [138, p.154]) que

r < lpll

Si z € Z.(p) alors il existe p € M,, vérifiant a la fois p(z) = 0 et ||p — p]| < . Il s’en suit
que |z| < [[p]]. De plus, nous savons que [[[p]| - [[p|l| < [P —pl| < € et donc [|p[| < [|p[ +e.
Par conséquent |z| < [|p]| + €, ce qui termine la démonstration. [ ]

Nous introduisons maintenant la fonction h, . : R* — R définie par

n—1

hpe(z,y) = Ip(z +iy)|* =Y (&% + 7). (7.5)

=0

Pour un z fixé, cette fonction hy,.(zo,y) est un polynéme de degré 2n en y. De la méme
facon, pour un y, fixé, la fonction h,.(x,yo) est aussi un polyndéme de degré 2n en x.
D’aprés la proposition 7.1, I'ensemble des pseudozéros Z.(p) satisfait

Z(p) ={(z,y) €R? : hye(w,y) <O}

La proposition suivante exhibe les valeurs complexes z = x + iy qui décrivent la frontiére
de 'ensemble des e-pseudozéros Z.(p).

Proposition 7.3. Nous avons h,(x,y) = 0 si et seulement s’il existe ¢ € M,, tel que
gz +iy) =0 and |[p— ¢ =&

Démonstration. C’est immédiat au vu de la proposition 7.1. |

7.2 Abscisse, rayon de stabilité et quelques extensions

Nous présentons maintenant les notions d’abscisse, de pseudoabscisse, et de rayon de
stabilité en essayant d’exhiber les relations que les lient. L’abscisse d’un polynéme p de
M, est défini par

a(p) = max{Re(z) : p(z) = 0}.

Ainsi, un polynéme stable satisfait a(p) < 0. La fonction abscisse a : P, — R, a
a(p), est continue sur M,,. Néanmoins a n’est pas continue sur P, (voir [30]). En effet,
considérons le polynéme ¢;(z) = (1 — tz)p(z), ou p est un polynome de degré au plus
n — 1. Il est alors clair que ¢ — p quand ¢ — 0, alors que a(g;) = 1/t qui peut étre
arbitrairement plus grand que a(p).

Pour prouver la continuité de a sur M,,, nous allons utiliser le résultat suivant connu
sous le nom de « dépendance continue des racines d’un polyndéme par rapport a ses
coefficients ». La démonstration se trouve dans [99, 157].
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Proposition 7.4 (Ostrowski [157]). Soit
p(2) =pot+piz+-+paaz” T+ 2"

un polyndome unitaire a coefficients complexes. Alors, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel
que pour tout polynome

q2)=q+qz+ -+ g2+ 2"

satisfaisant
max [p; —q;| <,
on a
min max 7 —veg| <&
ou (z;) et (y;), 7 =1,...,n, sont respectivement les racines de p et q.

Nous pouvons maintenant prouver la continuité de a sur M,,.
Proposition 7.5. L’application abscisse
a:P,—R
définie par a(p) = max{Re(z) : p(z) = 0} est continue sur M,,.

Démonstration. Soient p appartenant a M,, et € > 0. D’aprés la proposition 7.4, il existe
n > 0 tel que pour tout ¢ dans M,, vérifiant

max |p; — ¢;| <,

0<i<n
on ait
min max |z; — yo(| <&,
ou (z;) et (y;), j = 1,...,n, sont respectivement les racines de p et ¢. Cela signifie qu’il

existe une permutation o telle que

max |Re(w;) — Re(yo)| < max |2 = go(p)| < &

Par conséquent, nous avons

la(g) —a(p)] = | max Re(y;) — max Re(z;)]

1<j<n 1<j<n

| max Re(yo(;)) — max Re(z;)|

max | Re(yo(;)) — Re(z;)]

1<j<n
E.

VAN/AN

On a donc prouvé la continuité de a sur M,,. [ |
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Une extension naturelle de la notion d’abscisse, quand le polynéme n’est connu qu’avec
une certaine incertitude, est celle de pseudoabscisse définie par

a.(p) = max{Re(z) : z € Z.(p)}.

Au lieu de s’intéresser aux parties réelles des zéros de p, on s’intéresse aux parties réelles
des e-pseudozéros de p.

Le troisiéme parameétre est le rayon de stabilité, c’est-a-dire, la distance a 1’ensemble
des polynomes instables. Il est défini par

B(p) = min{||p — q|| : ¢ € M,, et a(q) > 0}. (7.6)

Puisque ’ensemble des polynémes instables est fermé (ceci est du a la continuité de a sur
M,,), le minimum dans (7.6) est atteint. Nous pouvons maintenant lier la notion de rayon
de stabilité F(p) a 'ensemble des pseudozéros. Le rayon de stabilité est le plus grand e
pour lequel 'ensemble des e-pseudozéros Z.(p) reste dans le demi-plan gauche. On vérifie
que l'on a

a.(p) > 0 <= B(p) < e.

En effet, si a.(p) > 0 alors il existe ¢ € M,, tel que ||p — q|| < € et tel que z € C vérifie
Re(z) = 0 et q(z) = 0. Par définition de 3, nous savons que [(p) < €. Réciproquement,
si B(p) < € alors il existe ¢ € M,, tel que a(q) = 0, ||p— q|| < ¢, et tel que ¢ ait au moins
une racine z dans C satisfaisant Re(z) > 0. On conclut que a.(p) > 0.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant.

Proposition 7.6. Si le polynome p appartenant a M, n’est pas stable, il vérifie alors
B(p) = 0. Autrement, si p est stable, on a agy(p) = 0.

Démonstration. La premiére assertion est claire. Pour la seconde, en utilisant le résultat
précédent pour € = 3(p), il vient agg)(p) = 0. Si nous supposons que agg)(p) > 0, alors
par continuité de a.(p) par rapport a ¢, il existe ¢ €]0, B(p)[ tel que a.(p) > 0. Ceci
est équivalent & §(p) < € < B(p) et par conséquent cela contredit le fait que agg) > 0.
Prouvons maintenant la continuité de a.(p) par rapport a €. Nous avons

a-(p) = sup{a(q) : [lq¢ —pll < e} =suplalp+q) : [lql] < e}
= sup{a(p+er):re M, and |r|] < 1}.

Par conséquent, nous avons a.(p) = a(p + €rg), ou 7¢ € M,, par continuité de a sur M,,
et par compacité de 'ensemble {r € M,, : ||| < 1}. [ |

A partir de maintenant, nous considérons que le polynéme p est stable. Nous prouvons
tout d’abord la proposition suivante.

Proposition 7.7. Le rayon de stabilité 3(p) satisfait

B(p) = min{[[p — q|| : ¢ € M,, et a(q) = 0}.
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Démonstration. Nous allons montrer que le polynéome ¢* qui réalise le minimum dans
B(p) (i.e., |[p — ¢*|| = B(p)) vérifie a(¢*) = 0. En effet, si a(¢*) > 0, alors définissons
pe(z) = (1 — t)p(z) + tq(z) pour t € [0,1]. Il est clair que p; € M,, po(z) = p(2)
et p1(z) = ¢*(2). Soit ¢ : [0,1] — R la fonction ¢ — a(p;). Par continuité de a sur
M,, (voir la proposition 7.5), la fonction ¢ est continue. Comme a(p) = ¢(0) < 0 et
a(q*) = p(1) > 0, il existe ¢ €]0, 1] tel que a(p;) = 0. De plus, on remarque facilement que
lpr —pll = tllp — || < llp — ¢*|| = B(p). Ceci contredit le fait que ¢* réalise le minimum
de B(p). En conclusion, nous avons ((p) = min{||p — q|| : ¢ € M,, and a(q) = 0}. [ |

L’algorithme que nous proposons par la suite pour calculer le rayon de stabilité d'un
polynome est basé sur le théoréme suivant.

Théoréme 7.1. L’équation h,.(0,y) = 0 avec y € R, a une solution si et seulement si
Blp) <e.

Démonstration. Si I'équation h,.(0,y) = 0 pour y € R, a une solution w, la proposi-
tion 7.3 implique qu’il existe un polynéme p tel que p(iu) = 0 et ||p — p|| = €. Par
définition de B(p), cela implique que ((p) < e.

Si maintenant 3(p) < ¢, il existe un polynéme q tel que ||¢ —p|| < e et a(q) = 0. Cest
pourquoi au moins une racine de ¢ a une partie réelle positive. Définissons le polynéme
pe(z) = (1—1t)p(z) +tq(z) avec t € [0, 1]. Il est clair que p; appartient & M,,, po(z) = p(2)
et p1(z) = q(z). De plus, ||p: — p|| = t|lp — ¢q|| = te < € pour tout ¢t € [0,1] si bien que
pt € Ne(p). Soit ¢ : [0,1] — R la fonction ¢ — a(p;). Par continuité de a sur M,, (voir la
proposition 7.5), la fonction ¢ est continue. Comme a(p) = ¢(0) < 0 et a(q) = ¢(1) > 0,
il existe ¢ € [0, 1] tel que a(p;) = 0. Il existe y € R tel que pz(iy) = 0. Comme I’ensemble
des e-pseudozéros Z.(p) est compact et contient un iy,y € R, nous pouvons prendre
I'intersection entre la ligne verticale passant par i1y et I’ensemble des e-pseudozéros. Soit
iy’ une point sur le frontiére de cette intersection. Il satisfait h, .(0,7’) = 0. Cela termine
la preuve. |

Ce théoreme prouve qu’un polyndéme unitaire stable perturbé par des perturbations de
taille inférieure & e (par rapport a la norme 2) reste stable tant que I'équation h, . (0,y) = 0
n’admet pas de solutions réelles. Les précédents résultats de continuité prouve que 1’on
peut identifier la norme de la plus petite perturbation qui transforme p en un polynéme
instable, c’est-a-dire le rayon de stabilité 5(p). Nous allons utiliser ces résultats pour
décrire un algorithme de dichotomie sur ¢ afin de calculer le rayon de stabilité.

7.3 Un algorithme de dichotomie pour calculer le rayon
de stabilité

Nous supposons toujours que le polynéme p est stable. Comme le polynéme z" est
instable, il est clair que 0 < 3(p) < ||p — 2"||- Nous proposons d’appliquer un algorithme
de dichotomie pour calculer §(p).

Introduisons les valeurs réelles v et d pour représenter respectivement une borne in-
férieure et une borne supérieure de [(p). Nous avons toujours v < [B(p) < 6. Nous
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Algorithme 7.1 Calcul du rayon de stabilité par dichotomie
Entrée : un polyndéme stable p et une tolérance 7
Sortie : un réel « tel que |a — B(p)| < 7

1 y:=0, &§:=|p—2"

2: tant que |y — §| > 7 faire

3: €= WT—HS

4:  sil’équation h,.(0,y) = 0 a une solution réelle alors
ot 0:=¢

6: sinon

T vi=¢€

8  fin si

9: fin tant que
10: retourne a = "*TJ“S

introduisons le paramétre 7 pour décrire une tolérance arbitraire qui mesure la précision
a laquelle le rayon de stabilité G(p) est calculé. Ce paramétre est nécessaire pour stopper le
processus de dichotomie. En effet, ’algorithme se termine lorsque |a—G(p)| < |0—7| < 7.

L’¢tape difficile dans 1'algorithme est de tester si le polynome H(y) = h,.(0,y) =
hony®™ + - - -+ hiy + ho posséde une racine réelle. Nous rappelons que les coefficients de H
sont réels. Nous allons résoudre ce probléme en utilisant des suites de Sturm. Il est bien
connu que le module maximal r de racines de H vérifie (voir [135])

1]l

h ’h2n|

Par conséquent, une possible racine réelle de H appartient nécessairement a l'intervalle
[—r,7]. Appliquons l'algorithme d’Euclide a H et a sa dérivée H'. Soient Hy = H et
H, = H'; définissons H,; {1 = —rem(H,;_1, H;) (rem est le reste de la division euclidienne).
Notons m le plus petit entier tel que H,,;; = 0. Notons aussi vy(—r) le nombre de
changements de signe dans la suite des coefficients dominants de Ho(—7), ..., Hy(—7)
et vy (r) le nombre de changements de signe dans la suite des coefficients dominants de
Ho(r),..., Hy(r). Nous avons défini ce qui s’appelle une suite de Sturm et donc H a
exactement vy(—r) — vy (r) racines réelles distinctes. En particulier h,.(0,y) posséde
une racine réelle et seulement si vy (—r) # vg(r). On remarque donc que les suites de
Sturm permettent de faire le test de la ligne 4 de 'algorithme 7.1 sans avoir a calculer
les racines de H(y) = h, (0, y). L’algorithme de Sturm nécessite O(n?) opérations. C’est
un algorithme symbolique.

7.4 Simulations numériques

Nous avons implanté ’algorithme 7.1afin d’effectuer les manipulations formelles né-
cessaires.

Pour tracer I’ensemble des pseudozéros, nous avons utilise MATLAB avec 'algo-
rithme 5.1.
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L’exemple le plus simple est p(z) = z + 1. Il est clair que le polynéme instable le plus
proche de p est ¢(z) = z, et donc que le rayon de stabilité est G(p) = 1. L’algorithme 7.1
donne # = 0.999996 pour une tolérance 7 = 0.00001. Nous pouvons tracer ’ensemble des
0.999996-pseudozéros (voir la figure 7.1) et nous vérifions que I'ensemble des pseudozéros
est bien inclus dans le demi-plan gauche et qu’il est tangent a ’axe des ordonnées. Ceci
confirme 'explication intuitive de I’algorithme.

L L L L L L
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F1G. 7.1 — Ensemble des e-pseudozéros avec € = 0.999996 ~ [((p) pour p(z) = z + 1

Si nous considérons maintenant p(z) = (z — 1)(z — 1/2) = 2* + 2z + 1/2. Avec une
tolérance 7 = 0.00001, nous obtenons avec ’algorithme 7.1, § = 0.485868. L’ensemble
des 0.485868-pseudozéros est tracé dans la figure 7.2.

-2 -15 -1 -05 0 05

F1G. 7.2 — Ensemble des e-pseudozéros pour p(z) = 22+ 2z+1/2 avec € = 0.485868 ~ 3(p)

Si nous considérons maintenant le polynéme p(z) = 23 + 422 + 6z + 4, nous obtenons
0 = 2.610226 avec une tolérance 0.00001. Nous pouvons encore tracer I’ensemble des
2.610226-pseudozéros (voir la figure 7.3).

Si nous considérons maintenant le polynome p(z) = 2% + 52* + 1023 + 1022 + 52 + 1,
nous obtenons 3 = 1.000003321 avec une tolérance 0.00001. Nous pouvons encore tracer
'ensemble des 1.000003321-pseudozéros (voir la figure 7.4).
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L L L L L L L L
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

F1G. 7.3 — Ensemble des e-pseudozéros pour p(z) = 2% +42% + 62 +4 avec € = 2.610226 ~
B(p)

3 L L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1

FIG. 7.4 — Ensemble des e-pseudozéros pour p(z) = 2° + 524 + 1023 + 1022 + 52 + 1 avec
& = 1.000003321 ~ G(p)
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Si nous considérons maintenant le polynéme p(z) = 26+425+424+623+322+22+1/2,
nous obtenons = 0.08476385681 avec une tolérance 0.00001. Nous pouvons encore tracer
I'ensemble des 0.08476385681-pseudozéros (voir la figure 7.5).
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FIG. 7.5 — Ensemble des e-pseudozéros pour p(z) = 20+ 42° + 424 + 623 + 322 + 22 +1/2
avec £ = (0.08476385681 =~ (3(p)

7.5 Calcul du e-pseudoabscisse

Dans cette section, nous proposons trois algorithmes pour calculer I’e-pseudoabscisse
d’un polynome donné. On rappelle que I’e-pseudoabscisse est définie par

a.(p) = max{Re(z) : z € Z.(p)}.

7.5.1 Tracer de pseudozéros

Une premiére méthode pour calculer le e-pseudoabscisse est de tracer I’ensemble des e-
pseudozéros en utilisant I'algorithme 5.1. Une fois tracé cet ensemble, il suffit de tracer la
droite verticale qui passe par le point le plus a droite de I’ensemble des e-pseudozéros. Le e-
pseudoabscisse est 1’abscisse d’un point d’intersection entre la droite tracée précédemment
et I'axe réel.

Prenons comme exemple p(z) = 23 +422+6z+4 avec e = 0.1. Nous tragons I’ensemble
des e-pseudozéros (voir la figure 7.6) et nous trouvons que a.(p) ~ —0.9.

7.5.2 Un algorithme de dichotomie

Nous proposons maintenant un algorithme de dichotomie pour calculer a.(p) avec
une précision arbitraire. La clé de cet algorithme est le théoréme 7.2 ci-dessous. Avant
d’énoncer ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 7.1. Pour tout point zy dans Z.(p), il existe un point zo vérifiant Re(z;) = Re(zz)
et hye(z2) = 0.
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FIG. 7.6 — Ensemble des e-pseudozéros de p(z) = 23 + 42% + 62 + 4 avec € = 0.1

Démonstration. Nous pouvons prendre z; sur la frontiére de 'intersection entre la ligne
verticale passant par z; et 'ensemble Z.(p) (c’est un ensemble compact). [ |

Le résultat le plus important de cette sous-section est le théoréme suivant. Il fournit
une borne inférieure pour a.(p).

Théoréme 7.2. Pour tout réel x > a(p), les assertions suivantes sont équivalentes :

<1> Z < a6<p) ;
(i) l’équation polynomiale

hp,s(xay) =Y (77)

admet une solution réelle y.

Démonstration. Commengons par montrer (i) = (ii). Si x = a-(p) alors on peut choisir
un point z vérifiant Re(z) = a.(p). D’aprés le lemme 7.1, il est clair que z = = + iy pour
un y réel avec h,.(z,y) = 0. Si z < a-(p), alors par définition de a.(p), il existe un point
2z tel que Re(z1) > z et g(z1) < €. La composante connexe de Z.(p) contenant z; contient
une racine zo de p d’aprés le théoréeme 5.3. Par conséquent, il existe un chemin continu
dans cette composante connexe reliant z; et zo (voir la preuve du théoréme 5.3). Mais
comme Re(z1) > x > Re(z2), ce chemin contient un point z3 tel que Re(z3) = z. D’apreés
le lemme 7.1, nous avons une solution pour I’équation (7.7).

Prouvons maintenant (ii) = (i). Soit y € R tel que h,.(z,y) = 0. Cela implique que
x + 1y € Z.(p). D’apreés la définition de a.(p), on obtient x < a.(p). [ |

Nous présentons maintenant un algorithme de dichotomie pour calculer une approxi-
mation de a.(p). D’aprés la définition de a.(p) et la proposition 7.2, nous savons que a.(p)
se situe dans l'intervalle [a(p), ||p|| +<]. Notons z le milieu de cet intervalle. Nous pouvons
calculer les solutions de I'équation h,.(x,y) = 0, y € R (ce calcul n’est pas nécessaire
dans la pratique). Si une des solutions est réelle alors nous savons que = < a.(p) d’apreés le
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théoréme 7.2, et nous remplagons 'intervalle courant par le nouvel intervalle [z, ||p|| + ¢].
Sinon, si > a.(p), nous remplagons 'intervalle courant par [a(p),z]. Une implémenta-
tion de cette méthode est proposée par 'algorithme 7.2 o 7 désigne la précision voulue
pour la valeur de 'approximation de a.(p).

Algorithme 7.2 Calcul de I's-pseudoabscisse par dichotomie
Entrée : un polyndéme p, le parameétre € et une tolérance 7
Sortie : un réel o vérifiant |a — a.(p)| < 7

L y:=alp), 0:=|pll+e

2: tant que |y — §| > 7 faire

3: X = 140

4:  siléquation h,(x,y) =0, y € C a une solution réelle alors
: vi=x

6: sinon

T d:==x

8  fin si

9: fin tant que
10: retourne o = "YTJ”S

L’étape difficile est toujours de tester si le polynome H,(y) = h,.(z,y) = hony**+- - -+
h1y + ho a des racines réelles. Nous remarquons facilement que H, est a coefficients réels
par définition de h,.. Comme précédemment, nous allons utiliser des suites de Sturm. Il

est bien connu que le maximum des modules r des racines de H, vérifie (voir [138])
228
< .
|h2n|

Par conséquent, les possibles racines réelles de H, appartiennent nécessairement a l'in-
tervalle [—r, r]. Comme dans la section 7.3, on peut appliquer 'algorithme des suites de
Sturm & H, pour tester si I’équation h,(x,y) =0, y € C a une solution réelle.

Nous avons implémenté ’algorithme 7.2 en MAPLE. Ce choix est dii au fait que nous
avons besoin de faire des manipulations formelles sur les polynomes.

Prenons le méme exemple que dans la sous-section 7.5.1, c’est-a-dire, p(z) = 23 +
42% + 62 + 4 avec € = 0.1 et 7 = 0.00001. On trouve que a.(p) ~ —0.919901 ce qui est
plus précis que le résultat graphique donné précédemment.

Regardons un autre exemple en prenant q(z) = 2% + 52% + 102% + 1022 + 52 + 1
et ¢ = 0.001. L’algorithme 7.2 donne a.(q) = —0.719669. La figure 7.7 représente le
tracé de I’ensemble des e-pseudozéros de ¢ pour ¢ = 0.001, 7 = 0.00001 et donne une
représentation graphique de a.(p).

7.5.3 Un algorithme de type criss-cross

Nous présentons dans cette sous-section un algorithme de type criss-cross inspiré de
[21, 29]. L’idée n’est plus comme dans la dichotomie de prendre le milieu de deux points.
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FIG. 7.7 — Ensemble des e-pseudozéros de q(z) = 2° + 5z* + 102% + 102? + 52z + 1 pour
e = 0.001

Il s’agit un fois un point donné dans le pseudozero de faire une recherche horizontale pour
trouver le point le plus a droite sur la ligne dans ce pseudozéro. Une fois ce point trouver,
on fait une recherche verticale et ainsi de suite.

Nous avons besoin tout d’abord du lemme suivant.

Lemme 7.2. Pour tout x €|a(p), a-(p)[, il existe y € R tel que h,.(z,y) < 0.

Démonstration. Soit zy une racine de p telle que Re(zy) = a(p) et 21 € Z.(p) tel que
Re(z1) = a.(p). Soit ¢ € M,, vérifiant ¢(z;) = 0 et||p — ¢|| < . Définissons la famille de
polynémes p;(z) = (1 —t)p(z) + tq(z), t € [0,1]. Il est clair que p; € My, po(z) = p(z)
et p1(z) = q(z). Introduisons la fonction ¢ : [0,1] — R définie par ¢t — a(p;). La
continuité de a sur M,, (voir la proposition 7.5) nous assure que la fonction ¢ est continue.
Comme ¢(0) = a(p) et ¢(1) > a(p), il existe ¢ €]0, 1| tel que a(p;) = z. De plus comme
lp — pel| < e, au moins une racine de p; avec pour partie réelle x appartient a Z!(p), et
ainsi h(x,y) < 0. |

Algorithme 7.3 Calcul de I'e-pseudoabscisse par un algorithme criss-cross
Entrée : un polyndéme p, le parameétre e
1: Initialisation : ' = a(p) et r =1
2: Recherche verticale : Trouver les intervalles ouverts I7, ..., I] avec h(z",y) < 0 pour
Y€ UZ:JI:
3: Recherche horizontale : pour chaque I}, définir wj, = milieu(I}) et trouver la plus
grande racine réelle zj, de la fonction h(-,w}) pour k =1:1,
4: Définir 2" = max{z},k =1,...,l,}, incrémenter r de un et retourner a 1'étape 2.

Le théoréme suivant prouve la convergence de l'algorithme 7.3.
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Théoréme 7.3. L’algorithme criss-cross converge vers l'e-pseudoabscisse a(p).

Eléments de démonstration. La démonstration suit trés exactement celle du théoréme 3.2
de [29]. C’est pourquoi nous proposons juste des éléments de preuve. Nous notons I =
(I',u?). Le fait que le nouvel itéré " soit un zéro de h(-,w}) indique que "' < a.(p).
Puisque ! = a(p) < a.(p), on prouve par récurrence que x” < a.(p) pour tout r. Si &
Iitération r, 2" = a.(p), il n’y a rien a faire. Autrement, il existe un j tel que Ij < uj
et donc hpﬁ(:z:“,w;) < 0. Cela implique que "' > 2". Par conséquent on déduit que
la suite (2") est croissante et strictement bornée supérieurement par a.(p) et bornée
inférieurement par a(p). Il résulte de tout cela que la suite (") converge vers un réel x>
inférieur ou égale & a.(p). Supposons que = < a.(p). Dans ce cas, d’aprés le lemme 7.2,
on déduit qu’il existe un intervalle ouvert dans lequel on a h, (>, y) < 0. On peut donc
trouver un wj, pour r et k suffisamment grand tel que h, (x>, w}) < 0. Cela implique que
™ > 2%, Cela contredit le fait que la suite (z") est strictement croissante. Ainsi nous
avons °° = a.(p). [ |

7.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que les pseudozéros permettent de répondre
efficacement & des problémes de robustesse en théorie du controle et en automatique.

Les algorithmes existants pour calculer le rayon de stabilité sont des algorithmes
matriciels prenant en entrée la matrice compagnon. Notre contribution a été de proposer
un algorithme purement polynomial pour calculer ce rayon de stabilité.

Il n’y avait pas, a& notre connaissance, d’algorithmes pour calculer le pseudoabscisse
d’un polynéme. Notre contribution a été de modifier I'algorithme de calcul du rayon de
stabilité pour obtenir un algorithme de calcul du pseudoabscisse.

7.7 Code MATLAB de I’algorithme 7.1

restart:
readlib(sturm) :

stability_radius := proc(p,tau)

# p : the input polynomial
# tau : the wanted precision on the stability radius

local
gama, # lower bound for the stability radius
delta, # upper bound for the stability radius
epsilon, # incertainty on the polynomial coefficients
h, # the level function of the pseudozero set

deg, # the degree of the polynomial p
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R, # the real of h are in the interval [-R,R]
nb: # number of real roots of the polynomial h

deg := degree(p,z):
gama := 0 :
delta := norm(p-z~deg,2,z):

while (evalf(abs(gama-delta)) > tau) do

epsilon := evalf((delta + gama)/2):

h := evalc(abs(subs(z=I*y,p)))~2 - epsilon~2*sum(y~(2*j),j=0..deg-1):
h := simplify(expand(h,y)):
R := evalf(norm(h,2,y)/abs(lcoeff(h,y))):

nb := sturm(h,y,-R,R):

if (nb > 0) then
delta := epsilon:
else
gama := epsilon:
fi:

od:

RETURN (evalf ((delta + gama)/2)):
end:

7.8 Code MATLAB de I’algorithme 5.1

Il s’agit du code utilisé pour obtenir les figures précédentes.

function [] = pseudozero(P, epsilon)

[m,n] size(P);

x= -3.5 : 1le-2 : 0.5;
y=-1.5 : le-2 : 1.5;

[X,Y] = meshgrid(x,y);
[r,s] = size(X);
Z =X + 1.%Y;

modZ = abs(Z);

Pval = abs(polyval(P,Z));
un = ones(1,n-1);
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Qval = (polyval(un,modZ."2)).~(1/2);

for i=1l:r
for j=1:s
Res(i,j) = Pval(i,j)/Qval(i,j);
end
end

contour(x,y,Res, [epsilon epsilon],’r’);






Chapitre

Zéros de polynoémes d’intervalles

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la notion de polynémes d’intervalle. Il s’agit
de polyndémes dont les coefficients ne sont plus des nombres réels ou complexes mais des
intervalles réels. Cela va nous permettre de modéliser des incertitudes sur les coefficients
d’un polynéme. Dans la section 8.1, nous nous intéressons aux pseudozéros réels de po-
lynémes réels avec des perturbations mesurées en norme infinie (voir la section 5.6 du
chapitre 5). Dans la section 8.2, nous présentons les bases de 'arithmétique d’intervalle.
Enfin, dans la section 8.3, nous présentons une formule calculable et un outil pour tracer
les pseudozéros d'un polynoéme d’intervalle.

8.1 Pseudozéros réels de polynémes en norme infinie

Dans cette section, nous introduisons I’ensemble des pseudozéros réels d’un polynéme
pour des perturbations pondérées en norme oo.

Nous utilisons les mémes notations que précédemment. Pour n > 1, nous notons
P.(R) I'espace des polynomes a coefficients réels de degré au plus n. Soit p un polynéme
de P, (R) donc les coefficients sont notés p;,

p(z) = Z piZi-
i=0

Nous identifierons le polynome p avec le vecteur (pg, pi, ..., pn)" de ses coefficients. Etant
donné un vecteur d := (dy,...,d,)T € C"" nous utiliserons la norme pondérée notée
| - ||oo.a définie par

[loet = mac{lpil/ ]}

Le vecteur d permet de pondérer la perturbation selon des coefficients du polynéme.
Soit € une borne sur 'incertitude des coefficients du polynéome. Un e-voisinage de p
est ’ensemble de tous les polynomes de P, (R), suffisamment proches de p, c’est-a-dire,

N (p) = {P € Pu(R) : [lp — Plloca < €} (8.1)

111
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L’ensemble des e-pseudozéros p est alors 'ensemble de tous les zéros de tous les polynémes
du e-voisinage de p. Formellement, on a

ZE(p)={2€C:p(z) =0forpe Ni(p)}. (8.2)

Pour € = 0, 'ensemble des pseudozéros ZJt(p) n’est autre que 'ensemble des zéros de p
que 'on note Z(p).

On remarque facilement que I’ensemble des e-pseudozéros réels Z2(p) est symétrique
par rapport a l'axe réel.

Proposition 8.1. L’ensemble des e-pseudozéros réels ZI'(p) est symétrique par rapport
a l'axe réel.

Démonstration. Soit z € ZE(p). Alors il existe ¢ € Nf{(p) tel que ¢(z) = 0. Comme les
coefficients de ¢ sont réels, on en déduit que q(z) = 0, si bien que z € Z%(p). [ |

Le théoreme 8.1 suivant fournit une version calculable de I’ensemble des pseudozéros.
Il est basé sur la preuve de |93, Theorem 5.1|. Il a été récemment prouvé par Karow [111]
en utilisant des perturbations structurées de la matrice compagnon. Nous prouvons ici le
résultat en restant dans le cadre polynomial. Etant donnés z,y € R™!, nous définissons
par
d(z,Ry) = inf [lz —ayll,q

la distance du point z € R™"*! 4 la droite Ry = {ay, « € R}. La norme || - ||; 4 est définie

pour x € R™"! par
n
0= |dil|l.
i=0
Théoréme 8.1. L’ensemble des e-pseudozéros réels de p vérifie

ZR(p) = Z(p) U { € C\Z(p) : h(=) = d(Gr(=), RGy(2)) > 1} L83

ot Gr(z) et Gi(z) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de
——(L,2,...,27, 2 € C\Z(p).

Démonstration. Soit z € Zf(p). Si p(z) = 0 alors z € Z(p) sinon il existe ¢ € NE(p)
tel que ¢(z) = 0. Dans ce cas, nous avons p(z) = p(z) — q(z) = (p — ¢)Tz, avec z =
(1,2,...,2")T. On en déduit que 1 = (p—q)"G(z). Ainsi, nous avons 1 = (p—q)T Gr(u)+
i(p — ¢)TG1(u) et donc

(p—q)"Gr(u) =1,
(p—q)"Gi(u) = 0.

Par conséquent, ||p — q|lco.al|Gr(u) — aGr(u)||1.4 = 1, pour tout @ € R. On conclut donc

que
1
d(Gp(u) RGy(u) > —— > =
( R( ) I( )) Hp_qnoo,d N

—_
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Réciproquement, soit z € Z(p) U {z € C\Z(p) : d(Gg(2),RG((2)) > %} Si z appar-
tient & Z(p) alors il appartient aussi & Z%(p). Autrement z vérifie d(Gr(z), RG((2)) >
1/e. D’aprés un théoréme de dualité (voir [132, p.119]), il existe un vecteur u € R™"!
avec ||ul|ooq = 1 satisfaisant

u'Gr(z) = d(Ggr(z),RG[(2)) and u’Gj(z) =0.

Considérons alors le polynéme réel

TP T A(GR(), RG1(2))
Il vérifie
B ul'z B p(z)u”G(z)
1) = 1)~ ORGP T dGt) Ry )
De plus on a ||¢ — pllocd = 1/d(GRr(2), RG[(2)). Il s’en suit ||p — ¢||c.a < €. [ |

Pour calculer I'ensemble des e-pseudozéros réels Z(p), il nous suffit de savoir évaluer
la distance d(Ggr(z), RG(z)). On peut montrer (voir [111, Prop. 7.7.2]) que

d(z, R

Mini=o:n || — (2:/y:)yll1a siy #0,
y) = Y70 '
|l z]1,4 siy=0.
L’ensemble des pseudozéros réels est donc l'intérieur de I’ensemble défini par la ligne de

niveau de la fonction h définie par la relation 8.3. On peut alors tracer ’ensemble des
e-pseudozéros réels grace a ’algorithme 8.1 suivant.

Algorithme 8.1 Calcul de ’ensemble des e-pseudozéros réels (MATLAB)
Entrée : le polynéme p et une incertitude e
Sortie : ’ensemble des e-pseudozéros réels dans le plan complexe
1: On grille un carré contenant les e-pseudozéros de p avec la commande MATLAB
meshgrid.
2: On calcule h(z) pour tous les points z de la grille.
3: On trace les lignes de niveau h(z) = 1/ avec la commande MATLAB contourf.

La proposition suivante montre que le nombre de composantes connexes de chaque
ensemble de pseudozéros contient au moins une racine du polynéme (voir le théoréme
5.3 du chapitre 5 pour la preuve dans le cas complexe mais qui se transpose directement
pour le cas réel).

Proposition 8.2 (Mosier [143]). Etant donné p € P,(R) de degré n, supposons que
’ensemble des pseudozéros réels ZE(p) est borné. Si q € NE(p), alors p et q ont le méme
nombre de racines, en comptant les multiplicités, dans chaque composante connexe de

ZE(p). De plus, il y a au moins une racine de p dans chaque composante conneze de
Z(p)-



114 Chapitre 8. Zéros de polyndémes d’intervalles

Stetter [185] a prouvé un résultat plus précis (voir le théoréme 5.5 du chapitre 5 pour
la preuve).

Proposition 8.3 (Stetter [185, Thm. 3.3]). Soit p € P,(R) un polynome réel de degré n.
Soit Z,, une composante conneze de ZI(p) tel que p ait une seule racine dans Z,,. Alors
Z,, vérifie soit Z, CR ou Z, NR = 0.

Comme nous venons de le voir, 'ensemble des pseudozéros réels est intimement lié a
la fonction d. Cette fonction peut étre discontinue. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 8.1 (Hinrichsen et Kelb [89]). La fonction
d: Rn+1 X Rn+1 - R+7 (l’, y) = d(ZE, Ry)

est continue en tous les points (x,y) tel que y # 0 ou x = 0, et discontinue en tous les
points (r,0) € R™™ x R"™ |z # 0.

Ce lemme établit que des discontinuités surviennent lorsque le vecteur y s’annule.
Dans notre cas, les discontinuités surviennent quand G;(z) = 0 ou G;(z) est la partie
imaginaire de

On en déduit alors que G s’annule pour z € R, c¢’est-a-dire sur ’axe réel. Ceci explique
pourquoi les commandes MATLAB contourf et meshc peuvent donner de mauvais ré-
sultats le long de 'axe réel. Bien entendu, si aucun des zéros de notre polyndéme n’est
réel, alors on obtient de trés bons résultats pour le tracé.

Afin d’éviter ce probléme de discontinuité, on peut calculer spécifiquement les pseu-
dozéros sur I'axe réel. Pour ce faire, on utilise le lemme suivant.

Lemme 8.2. Soit 2 € R, 2z appartient o ZI(p) si et seulement si z appartient o Z.(p)
(ensemble des pseudozéros complexes).

Démonstration. Ceci est vrai car la formule donnant le polynéme le plus proche ayant
une racine donnée dans la preuve du théoréme 5.2 (page 73) fournit bien un polynéme a
coefficients réels si z est réel. ]

8.2 Introduction a Parithmétique d’intervalles

Cette partie est trés largement inspirée des articles suivants |78, |. Le principe
de l'analyse par intervalles est de calculer avec des intervalles de nombres réels plutot
qu’avec les nombres réels eux-mémes. Tandis que 'arithmétique flottante est affectée par
les erreurs d’arrondis et donc peut conduire & des résultats imprécis et faux, I’analyse
par intervalles a I’avantage de donner des bornes rigoureuses pour la solution exacte. Une
telle analyse se révéle trés utile quand par exemple les paramétres ne sont connus qu’avec
une certaine incertitude. Dans ce cas, on peut implémenter des algorithmes en utilisant
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Iarithmétique d’intervalles pour les paramétres incertains afin de produire un intervalle
qui contient tous les résultats possibles.

Si la borne supérieure et la borne inférieure dans l'intervalle peuvent étre arrondies
vers le bas et vers le haut respectivement alors les calculs en précision finie peuvent
étre effectués en utilisant des intervalles incluant chaque nombre réel. Si I'arithmétique
utilisée est I'arithmétique flottante satisfaisant la norme IEEE 754, cela est alors possible.
En effet, cette norme impose que le résultat calculé soit ’arrondi du résultat exact avec
quatre modes d’arrondis possible : vers +o00, vers —oo, au plus prés et vers 0. L’utilisation
de I'arrondi vers +oo pour la borne supérieure et de I'arrondi vers —oo pour la borne
inférieure permet d’implanter une arithmétique d’intervalle.

L’idée de borner les erreurs d’arrondis en utilisant des intervalles est apparue dans
les années 50. Néanmoins, cette idée n’a connu un essor qu’a partir de la publication
d’un livre sur le sujet par Moore [111] en 1966. Depuis le théme a connu un immense
développement [107, , 3y , , , , |. On peut citer par exemple le fait que
plus de la moitié des problémes posés par Trefethen dans son « 100-Digits Challenge »
ont été résolus via I'arithmétique d’intervalle (voir [16]).

Dans ce qui suit, un intervalle sera représenté par ses extrémités

x=[z;7]|={reR:z <z <7}

Tout nombre réel sera confondu avec Uintervalle [x;z] correspondant. Les quantités in-
tervalles seront notées en caractéres gras. L’ensemble des intervalles de R sera noté IR.
On notera par mid(x) le milieu de 'intervalle & = [z; 7],

mid(z) = (T + z)/2,
et par w(x) la largeur de x,
w(x) =7 — x.

Le rayon de @ noté rad(x) est la moitié de la largeur de x. On définie la mignitude d’un
intervalle x par
mig(x) = min{|z| : x € x},

et la magnitude par
|| = mag(x) = max{|z| : z € x}.

Ces deux quantités peuvent étre calculées en utilisant les extrémités de l'intervalle,

mag(xz) = max{|z|, [Z[},
, min{|z|,|Z|} si0¢ x,
mig(@) = {O sinon

I1 est possible d’étendre les opérations usuelles aux intervalles par la formule suivante :
étant donnés deux intervalles @, y et © € {4, —, X, /}, on définit

roy={zoy:xe€xycy}
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On peut implémenter ces opérations de la maniére suivante :

r+y = [z+y;T+7],

x—y = [z— G-y yl,

xxy = [min{zy, 2y, Ty, Ty}; max{zy, 27, Ty, Ty},
l/z = [1/7;1/z],

x/y = xx1/y.

On peut ensuite définir un vecteur d’intervalles comme un vecteur dont les composantes
sont des intervalles réels et donc définir I'espace de dimension n des vecteurs d’intervalles
que 'on note IR". De la méme fagon, on peut aussi définir une matrice d’intervalles
comme une matrice dont les composantes sont des intervalles. L’ensemble des matrices
d’intervalles est noté IR™*".

Plusieurs outils ont été développés utilisant I'arithmétique d’intervalles. Selon [70],
on peut les diviser en deux partie : d'un coté il y a les librairies pour les logiciels de
calcul scientifique ou de calcul formel et de 'autre les librairies pour les langages de
programmation. Les packages pour les logiciels scientifiques sont :

— INTLAB pour MATLAB (voir [171]);

— Mathematica ;

— intpakX pour MAPLE.

Les librairies les plus connus intégrant I'arithmétique d’intervalle pour les langages de
programmation sont

— XSC (eXtended Scientific Computing) ;

— larithmétique « range » ;

— MPFI (Multiple Precision Floating-point Interval arithmetics library).

A notre connaissance, aucun de ces packages ou librairies n’est capable de calculer les
zéros d’'un polyndme d’intervalle. Dans la suite de chapitre, nous proposons une méthode
et un outil pour calculer ces zéros.

8.3 Polyndémes d’intervalles

Un polynomes d’intervalles est un polynéome dont les coefficients sont des intervalles
réels. Nous noterons IR[z] 'ensemble des polynomes d’intervalles et IR,,[z] ’ensemble
des polynémes d’intervalles de degré au plus n. Soit p un élément de IR, [z]. On peut

I’écrire sous la forme
n

p(z) = Z[ai, bi)2".

i=0
Les zéros d’un polynome d’intervalles sont les éléments de 1’ensemble noté Z(p) défini

par

Z(p) :={z € C :1il existe m; € [a;,b;],7 = 0:n tel queZmizi = 0}.

1=0
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Nous supposerons & partir de maintenant que l'intervalle dominant [a,,,b,| ne contient
pas 0. En effet, si tel n’est pas le cas, 'ensemble Z(p) devient non borné. Notre but est
ici de calculer Z(p). Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire le polynéme central p*

définie par
pC(Z> = Z Cizi;
i=0

ot ¢; = mid([a;, b;]). Posons aussi d; := (b; — a;)/2.
Proposition 8.4. Avec les notations précédentes, nous avons
Z(p) = Z5(p°) pour e =1.

Démonstration. Soit z € C appartenant a Z(p). Cela signifie qu’il existe m; € [a;, b;] tel
que m(z) = Y. m;z" = 0. Soit p°¢ le polynome central défini comme précédemment.
Nous avons alors

;= 9l = mac{lm, — |/} < 1,

puisque d; := (b; — a;)/2 et p§ = (b; + a;)/2. Ainsi le polynéme m qui s’annule en z est
a une distance inférieure ou égale a 1 du polynoéme central p. (pour la norme pondérée
considérée). Il s’en suit que z appartient a Z2(p©) avec e = 1.

Réciproquement, soit z appartenant a Zf(p°) avec € = 1. Cela signifie qu’il existe un
polynéme ¢ tel que ||¢ — plloca < 1. Alors on a max;—o..{|¢; — p§|/|di|} < 1. Un calcul
simple montre alors que a; < ¢; < b; et donc que z € Z(p). [ |

Maintenant nous avons une formule calculable pour tracer I’ensemble des zéros d’un
polyndéme d’intervalle. Le seul probléme restant est de trouver a priori une grille qui
contienne I’ensemble des zéros du polynome d’intervalle. C’est I'objet du lemme suivant.

Lemme 8.3. Soit p(z) = > [a;, bi]z" un polynéome d’intervalle et

max;—o:n {maX{ | a; | ) | bl | }}

R:=1+ .
min{|a,|, [b,}

Alors on a
Z(p) C B(O, R),
ot B(O, R) est la boule du plan complexe C de centre O et de rayon R.

Démonstration. Soient {z;};=1., les racines d’'un polynéme p comptées avec leurs multi-

plicités et posons r = max; |z;|. Il est bien connu (voir [138, p.154]) que
rg1+maX{’pn—IL|pn—2|>"-7|p0|}' (84)
|Pn]
Soit z un élément de Z(p). Il existe alors un polynome m(z) = Y »  m;z" vérifiant

m(z) =0 et a; < m; <b; pour i =0 :n. Il est facile de voir que |m;| < max{|a,|, |b;|} et
|pn| = min{|ay,|, |b,|}. En utilisant la relation 8.4, on obtient
max;—o., {max{|a;|, |b;| } }

min{|a,|, [b,|}

2| <1+
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-25 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1 -1.5 -1 -0.5

(a) p(2) = [1,2]2*+(3/2,3]2% +[10, 14]2% + (b) q(2) = 2% + 2 + [3,8]2 + [1.5,4]
3,5v/2]z + [5,7]

F1G. 8.1 — Ensemble des zéros des polynémes d’intervalle p(z) et q(z)

8.3.1 Présentation de PSIP

PSIP (Pseudozero Set of Interval Polynomials) est une interface graphique qui intégre
des routines MATLAB pour calculer et tracer les zéros d’un polynéome d’intervalles. Le
code a été écrit et testé avec MATLAB versions 6.5 (R13).

Cette interface graphique intégre des facilités intéressantes pour tracer les zéros d’un
polynome d’intervalles. On peut par exemple zoomer sur des zones et changer interacti-
vement le pas discrétisation afin de raffiner le tracé.

Un des inconvénients de cet outil est qu’il suppose que I'intervalle dominant du poly-
nome d’intervalles ne contient pas 0, puisque, sinon, ’ensemble des pseudozéros est non
borné. De plus, nous avons essayé de traiter a part les discontinuité sur I’axe réel mais il
reste toujours des problémes lors de la visualisation proche de cet axe.

8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une formule calculable pour ’ensemble des
pseudozéros réels. Cette formule nous a permis de trouver une formule calculable pour
I’ensemble des zéros d’un polynéme d’intervalle. Nous avons alors développé une interface
graphique pour MATLAB afin de tracer cet ensemble.

Il serait intéressant de pouvoir tracer I’ensemble de maniére certifiée. L’utilisation de
'algorithme S1viA de Jaulin et Walter [107] semble étre une bonne perspective.
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Bkl

F1G. 8.2 — Interface graphique de PSIP avec les zéros du polynome d’intervalle p(z) =
25 +[1.20,2.73]2* + [1.14, 3.15] 23 + [0.20, 2.35]2% + [1.52,6.21]z + [0.15, 7.11]






Chapitre

Pseudozéros de polynémes a plusieurs
indéterminées

Les polyndémes a plusieurs variables apparaissent dans presque tous les champs du
calcul scientifique et de I'ingénierie comme on peut le voir en lisant le « Computer Alge-
bra Handbook » [68] et dans [53]. Les applications nécessitent de résoudre des équations
polynomiales ou des systémes polynomiaux contenant un trés grand nombre d’indéter-
minées. Les relations entre les applications industrielles et la nécessité de résoudre des
systémes polynomiaux a été étudié par le projet européen FRISCO. Ils donnent une liste
des champs majeurs ot la résolution de systémes polynomiaux est nécessaire : géométrie
algorithmique et modélisation, mécanique, traitement du signal, ingénierie civile, robo-
tique, simulation. La trés large utilisation des systémes polynomiaux nécessite d’avoir
des algorithmes de résolution stables et efficaces. Actuellement il y a principalement deux
grandes approches de résolution : 'une symbolique et 'autre numérique. L’approche
symbolique est soit basée sur la théorie des bases de Grobner soit sur la théorie des résul-
tants. Pour ’approche numérique, on utilise plutdét des méthodes itératives telles que la
méthode de Newton (souvent des versions améliorées) ou bien des méthodes d’homoto-
pie. Récemment, des méthodes hybrides, combinant a la fois des méthodes symboliques
et numériques sont apparues (voir le chapitre « Hybrid Methods » de Kaltofen dans [0,
p.112-128]).

La majeure partie des articles cités précédemment considérent seulement les pseudozé-
ros de polynomes a une indéterminée. Les cas avec plusieurs indéterminées semblent avoir
été trés peu regardés excepté par Stetter [185, 180], par Hoffman, Madden et Zhang [95] et
Corless, Kai et Watt [10]. De plus, le cas a plusieurs indéterminées a seulement été traité
dans le cas de polynomes (et de systémes polynomiaux) a coefficients complexes. Dans ce
chapitre, nous considérons des systémes ou les polynémes sont & coefficients réels et tels
que tous les polyndomes de tous les systémes perturbés aient aussi des coefficients réels.
Nous fournissons une formule explicite calculable pour tracer ’ensemble des pseudozéros
et nous étudions différentes méthodes pour les visualiser.

121
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Le chapitre est organisé de la facon suivante. Dans la section 9.1, nous rappelons
les notations et des résultats de base en algébre linéaire et en calcul formel. Dans la
section 9.2, nous rappelons les résultats existants sur les pseudozéros de polynomes a
coefficients complexes. Dans la section 9.3, nous étudions les pseudozéros réels et nous
établissons un critére simple pour calculer cet ensemble. Enfin, dans la section 9.4, nous
présentons différentes méthodes pour visualiser ces ensembles.

9.1 Notation

Nous rappelons les notations utilisées par Stetter [136]. Un mondéme de n indétermi-
nées z1,..., 2, est le produit

2= z{l coe2dn o avee j = (1, ..., 0n) € N
j est Vexposant et |j| :=>"_, j, est le degré du mondme 2z7.

Définition 9.1. Un polynéme complexe (réel) a n indéterminées est une combinaison
linéaire finie de monoémes a n indéterminées a coefficients dans C (dans R),

n

p('z) :p<21"">zn> = Z ajl"'jn’z{l Zgln :Zajzj‘

(J1,0en)ET jed

L’ensemble J C N™ qui contient les exposants de tous les monémes du polynéme p
est appelé le support de p. Le degré total de p est 'entier deg(p) := max;ey |j|. On notera
P"(C) (P*(R)) l'ensemble des polynémes complexes (réels) a n indéterminées. Quand
le domaine des coefficients est implicite ou n’est pas important nous utiliserons P™ a la
place. La notation P} C P" représente 'ensemble des polynémes a n indéterminées de
degré total < d. Comme nous manipulerons tres souvent les polyndmes sous la forme d’'un
vecteur de leurs coefficients, nous emploierons largement les notations de I’algébre linéaire.

Nous noterons le polynome par le vecteur de ses coefficients a = (..., a;,...,j € J)T et
ses mondmes par le vecteur z = (..., 27, ... . j € J)T.

Soit p = ZjEJ a;jz € P"(K) avec K = R ou C un polynome a n indéterminées et .J
son support. Nous notons |J/| le nombre d’éléments de J. Si |J| = M et || - || une norme
sur K| nous noterons ||p|| la norme du vecteur a = (..., a;,...,j € J), c’est-a-dire,

Il =N a5, 5 € DT

Etant donné e > 0, le e-voisinage N, (p) du polynome p € P"(K) est I'ensemble de tous les
polynéomes de P"(K), suffisamment proche de p, c’est-a-dire, I’ensemble des polynomes
P =355 € P"(K) avec un support JcJet|p—p| <e.

Etant donnée une norme || - || sur KV avec K = R ou C, on définit sa norme duale,

notée || - ||, par
e

[ := sup = sup |y"z|.
w20 Iyl =1
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Normes Normes duales

][ =32 [ [T = max; |2;| = [|z]lo
lllo == (3, 1252 | zlls = (5 2512 = [z
[2]|oo := max; |2;] | [Jo]|5 = >, || = ||zl

TAB. 9.1 — Norme duale des normes classiques sur K¥

Le tableau 9.1 représente les normes classiques sur K? et leurs normes duales respectives.
Etant donné un vecteur z € KV, il existe un vecteur y € KV vérifiant |Jy|| = 1 et
2Ty = ||z||. (voir par exemple [37, p.107] ou [99, p. 278]). Ce vecteur y est appelé le
vecteur dual de x.

Définition 9.2. Un élément z € K" est un e-pseudozéro du polynéme p € P" si c’est le
zéro d’un polynéme p de N.(p).

Définition 9.3. L’ensemble des e-pseudozéros du polynoéme p € P" (noté Z.(p)) est
I’ensemble de tous les e-pseudozéros,

Z:(p) :=={2z € K" : Ip € N.(p), p(2)=0}.

Cette définition souléve trois problémes importants.

— Pour p avec des coefficients réels a;, on doit spécifier si N.(p) se restreint aux
polynomes a coefficients réels ou non. Cependant, il semble naturel que I’on perturbe
un polynome a coefficients réels par des polynémes eux aussi a coefficients réels.

— On peut s’intéresser ou bien aux pseudozéros réels ou complexes.

— L’ensemble des pseudozéros Z.(p) ne peut étre calculer directement car ce sont les
zéros d’un nombre infini de polynomes.

Il s’agit des questions auxquelles nous allons tacher de répondre dans ce chapitre. Nous
pouvons étendre les définitions précédentes au cas des systémes polynomiaux

P:{pla"'vpk}a ke N.

Nous considérons fréquemment ce systéme comme un vecteur de polynémes

pi(?)
Pi)=1

pr(2)

Etant donnés € > 0 et un systéme polynomial P = {py,...,px}, k € N, le e-voisinage
N:(P) est I'ensemble des systémes polynomiaux P = {pi,...,p} suffisamment proche
de P, c’est-a-dire p; € N.(p;) for j=1,... k.

Définition 9.4. Un élément z € K" est un e-pseudozéros du systéme polynomial P si
c’est un zéro d’un systéme polynomial P de N.(P).

Définition 9.5. L’ensemble des e-pseudozéros d'un systéme polynomial P (noté Z.(P))
est 'ensemble des tous les e-pseudozéros,

Z.(P):={z e K":3P € N.(P), P(z)=0}.
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9.2 Pseudozéros de polyndémes a plusieurs indétermi-
nées a coefficients complexes

Le théoréme 9.1 ci-dessous fournit une formule explicite pour le calcul de ’ensemble
des e-pseudozéros.

Théoréme 9.1 (Stetter [150]). L’ensemble des e-pseudozéros compleves dep =3, ; a2’ €
P(C) vérifie
20 ={secrigl = Ml <},

ounz:= (... |z ...,5€ ).

Démonstration. Si z € Z.(p) alors il existe p € P" tel que p(z) = 0 et ||p — p|| < e.
D’apreés l'inégalité de Holder généralisée |27y| < ||z]|||y]|«, on a

() = Ip() = B = | (s~ )~

JjeJ

< |lp = pll=]l-

On en déduit donc que |p(2)| < €|z«

Réciproquement, soit u € C tel que [p(u)| < ellul| ou u == (..., |u)’,...,5 € J). Le
vecteur dual d de u satisfait d’u = |Jul|, et ||d|| = 1. Introduisons les polynomes r et p,
définis par

r(z) = Z d;2’

jeJ
B _ pu)
pu(z) = p(2) —T(U)T(Z)
Le polynoéme p, est (au sens de la norme || - ||) le polynéme le plus proche de p ayant u
comme racine. Il est clair que r(u) = d'u = |Jul|,. Par conséquent, nous avons
[p(u)]

1P = pull = = lI7ll < elld]l.
r(w)]

De plus comme ||d|| =1, on a
||p _puH <e.

Enfin puisque p,(u) = 0, u appartient a Z.(p). [ |
Ce théoréeme peut étre facilement étendu au cas des systémes polynomiaux.

Corollaire 9.1 (Stetter [185]). L’ensemble des e-pseudozéros complexes de P = {p1, ... ,px},
k € N vérifie

ZE(P):{ZEC”: ()] éspourlzl,...,k},

2]«

ovzy = (... |zP,....5€ )"
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Pour le prochain théoréme, nous allons nous restreindre a la situation ot P ainsi que
tous les systémes perturbés de N.(P) sont 0-dimensionnels, c’est-a-dire si les solutions
du systéme sont non vides et finies.

Théoréme 9.2 (Stetter [155]). Sous les hypothése précédentes, chaque systeme P €
N.(P) a le méme nombre de zéros (comptés avec leur multiplicités) dans chaque compo-
sante connexe de Z.(P).

Démonstration. 1l s’agit de la preuve de [185, Thm. 3.5]. |

9.3 Pseudozéros de polyndmes a plusieurs indétermi-
nées a coefficients réels

9.3.1 Pseudozéros complexes de polynémes réels

Le e-voisinage réel de p est ’ensemble de tous les polynémes de P"(R), suffisamment
proche de p, c’est-a-dire,

Ni(p)={peP"R):|p—pll <e}.

On définit alors I’ensemble des e-pseudozéros réels de p comme ’ensemble des zéros des
polynoémes du e-voisinage réel de p. Formellement, on a

ZB(p)={2€C":p(z) =0 for pe NF(p)}.

Pour ¢ = 0, 'ensemble des pseudozéros Z*(p) n’est autre que I'ensemble des racines de
p noté Z(p).

Le théoréeme 9.3 suivant fournit une formule calculable des pseudozéros. Il est basé
sur la preuve de |93, Theorem 5.1]. Pour x,y € RY, on définit

d(z,Ry) = inf [lz — ayll.,

la distance du point z € RY a la droite Ry = {ay,a € R}.

Théoréme 9.3. L'ensemble des e-pseudozéros réels de p = 3, ;a;27 € P"(R) satisfait

2() = 20) U { = € C\Z(0) () i= d(Gal2). RG1(:) > 1 },

ot Gg(z) et Gi(2) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de

G(z) = ]%(...,zj,...,j e ), ze C"\Z(p).
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Démonstration. Soit z € ZE(p). Si p(z) = 0 alors z € Z(p) autrement il existe ¢ € N2 (p)
tel que g(z) = 0. Dans ce cas,on ap(z) =p(z) —q(z) = (p—q)Tzouz=(...,27,...,j €
J)T. Ceci implique que 1 = (p — q)7G(2). Ainsi nous avons 1 = (p — ¢)"Gr(u) +i(p —
q)TGr(u) et donc

(p—q)"Gi(u) = 0.

En conséquence, on a ||p — ¢||||Gr(u) — aG(u)|/« = 1 pour tout o € R. En conclusion,

{(p — )T Gr(u) =1,

1
- >
lp—q| ~ ¢

—_

d(Ggr(u), RGr(u)) >

Réciproquement, soit z € Z(p)U{z € C"\Z(p) : d(Gr(z),RG;(z)) = 1}. Si z appartient
a Z(p)alors il appartient aussi a Z(p). Sinon 2 vérifie d(Gr(z2), RG;(2)) > 1/e. D’aprés
un théoréme de dualité (voir [132, p.119]), il existe un vecteur u € R satisfaisant ||ul| = 1
et

u'Gr(z) = d(Gr(2),RG[(2)) et u'Gj(z) =0.

Considérons le polynéme a coefficients réels

TP T AGR(), RG(2))

Nous avons
_ u'z B p(2u'G(z)
N (RN e ) R (RN T R
De plus on a ||¢ — p|| = 1/d(Ggr(2), RG[(2)), si bien que ||p — ¢|| < e. [ |

Pour calculer 'ensemble des e-pseudozéros réel ZE(p), il nous suffit de savoir calculer
la distance d(Gr(z), RG(z)). On peut facilement la calculer pour la norme 2. En effet
| - |2 la norme 2 et (-,-) le produit scalaire correspondant. Dans ce cas, nous avons

2 .
lallf — S iy %0,

el iy =0,

d(z,Ry) = {

Pour la norme oo, on peut montrer |11, Prop. 7.7.2] que

mini—o.y, ||z — (2; /i)y siy # 0,
ﬂme:{ g o = (a1/ )l

||]|1 siy=0.

Pour les autres normes p avec p # 2,00, il n’y a pas a notre connaissance de formule
calculable pour d(z, Ry).

La encore, le théoréeme précédent peut étre étendu facilement aux cas des systémes
polynomiaux.
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Corollaire 9.2. L’ensemble des e-pseudozéros réels de P = {p1,...,pr}, k € N satisfait
k

ZR(P) =) (Z(pl) U {z € C\Z(p) : Iu(z) = d(Gl(2), RGL(2)) > 1}) |

=1 <

ot G%(2) et G4(2) sont respectivement les parties réelle et imaginaires de

Gl(2) = (..,2, .. 5e)t, ze C\Z(p).

Comme nous venons de le voir, I’ensemble des pseudozéros réels est intimement relié a
la fonction d. Cette fonction peut avoir des discontinuité. C’est le sujet du lemme suivant.

Lemme 9.1 (Hinrichsen et Kelb [89]). La fonction
d:R"™ xR"™ =Ry, (z,9)— d(z,Ry)

est continue en tous les points (x,y) tel que y # 0 ou x = 0 et discontinue en tous les
points (r,0) € R"™ x R"™ |z # 0.

Ce lemme établit que des discontinuités surviennent quand le vecteur y s’annule. Dans
notre cas, les discontinuités surviennent que G(z) = 0 ot G(z) est la partie imaginaire
de

—(1,2,...,2"7%.

On en déduit alors que Gy s’annule pour z € R, c’est-a-dire sur ’axe réel. Ceci explique
pourquoi les commandes MATLAB contour et meshc peuvent donner de mauvais résul-
tats le long de 1’axe réel. Bien entendu, si aucun des zéros de notre polyndéme n’est réel,
alors on obtient de trés bons résultats pour le tracé.

9.3.2 Pseudozéros réels de polynomes réels

Dans les sous-sections précédentes, nous nous sommes intéressés aux zéros complexes
d’un systéme de polynomes réels. Il peut arriver que nous soyons intéressés seulement
par les zéros réels du systéme. Autrement dit, étant donné un polynéme p € P"(R),
nous voulons calculer Z*(p) NR™. Le théoréme suivant donne une formule explicite pour
calculer cet ensemble.

Théoréme 9.4. L’intersection entre l’ensemble des e-pseudozéros compleres de p =

> ey 47 € PM(R) et R™ vérifie

ZR(p) R = { eR":g() = 2 ¢ }

=l

ouz:= (... |z[%....5€ J)T.
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Démonstration. Siz € ZE(p)NR™ alors il existe p € P*(R) tel que p(z) = 0 et ||p—p|| < &.
D’apres l'inégalité de Holder généralisée |z7y| < ||z]|||y]|«, on a

< llp = DIl

p(2)] = Ip(=) = ()| = | Y20y = B)#

jedJ

On en déduit que |p(2)| < €|z]|«.

Réciproquement, soit u € R tel que |p(u)| < e||ul] avec u :=
Le vecteur dual d € RY de u satisfait d’u = ||ul|, et ||d|| = 1
polynomes r et p, par

(.o |uf,...,5 € J).
Introduisons les deux

r(z) = > d;,

pulz) = p(Z)—m

Il est clair que r(u) = d"u = ||ul|.. Par conséquent, nous avons

[p(u)]

12 = pull = = [I7[l < elld]]
()"

Puisque ||d|| =1, on a
||p - pu” < e
De plus comme p,(u) = 0, on en déduit que u appartient a Z%(p) N R™. [ |

Ce théoreme s’étend facilement aux systémes polynomiaux.

Corollaire 9.3. L’intersection entre l’ensemble des e-pseudozéros de P = {p1,...,px},
k € N et R" vérifie

Zf(P)ﬂR”—{zeR”: |ﬁ;(i)| geforl—l,...,k},
1]|*

ouz = (...,z,...,5€ ).

9.4 Visualisation de ’ensemble des pseudozéros

La description de Z.(P) et ZE(P) donnée par le théoréme 9.1 et le théoréme 9.3 (et
aussi par le corollaire 9.1 et le corollaire 9.2) nous permet de calculer, tracer et visualiser
I’ensemble des pseudozéros d’'un polynoéme ou d’un systéme de polynémes a plusieurs
indéterminées. L’ensemble des pseudozéros est un sous-ensemble de C" que 1’on ne peut
représenter qu’a travers ses projections sur un ensemble de dimension plus petite qui est
trés souvent C.

Pour ce faire, nous avons écrit un package MATLAB pour calculer et visualiser ces
projections (voir la section 9.6). Ce package nécessite la Symbolic Math Toolbox (et la
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Extended Symbolic Math Toolbox) qui est une interface entre MATLAB et le noyau de
MAPLE.

Pour un v € C" donné, soit Z.(P, j,v) la projection de Z.(P) sur le zj-espace au
voisinage de v. On déduit pour P = {py,...,pr} que

Z.(P,j,v) = {z €C": 2 = v pour i £ j, et max ’ﬁ“i)’ < e},
=Lk ||Z1|]%

avec z == (..., |z|7,...,5 € J})T. Une fagon de visualiser Z.(P,j,v) est de calculer la

projection de
Ipz(2)|>
ps(z) := log (max —_—
(2) A= AT

sur une grille de points autour de v dans le z;-espace. De la méme fagon, on définit, pour
un v € C" donné, Z%(P, j,v) la projection de ZZ(P) sur le z;-espace au voisinage de v.
On en déduit alors pour P = {py,...,px}, que

ZR(P j,v) = {z € C":z =wv; pour i # j, et uax d(G%H(2), RGL(2)) ™! < 8} :

ot G%(2) et GY(z) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de

1

[ o) —

(.., ... 5T, 2€ C"\Z(p).

Une fagon de visualiser Zf(P, j,v) est encore de calculer la projection de

ps’(z) := logy, (lgll%d(Gg(z), RGZI(Z))—I)

sur une grille de points autour de v dans le zj-espace. Examinons ’exemple suivant tiré
de [98] (voir la figure 9.1) en utilisant la norme 2 : I'intersection de deux boules en (2, 2),

P — p12(21—1)2+(22—2>2—1,
! p22(21—3)2+(22—2>2—]..

On peut ne s’intéresser qu’aux pseudozéros réels de systémes polynomiaux. Dans ce
cas on ne trace que R™" N ZE(P). C'est ce que nous faisons dans I'exemple suivant dans
la figure 9.2 (en utilisant toujours la norme 2),

P2 = 252122 —12.

Dans cette figure, nous avons calculer la fonction

pl('ray)
g\r,y) = max )
) = 85

avec z := (..., |z +iyl,...,5 € J)T.
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Projection onto z,, v=(2,2) Projection onto z,, v=(2,2)

Projection onto Z, v=(2,2) Projection onto z, v=(2,2)

F1G. 9.1 — Projections de I’ensemble des pseudozéros complexes (& gauche) et de l'en-
semble des pseudozéros réels (a droite) de P

F1G. 9.2 — Projection de I’ensemble des pseudozéros de P,
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9.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une formule calculable pour I’ensemble des pseu-
dozéros réels d'un polyndéme et d’un systéme de polyndémes a plusieurs indéterminées.
Nous avons montré que cela permet de mesurer la sensibilité des zéros de systémes po-
lynomiaux. L’ensemble des pseudozéros offre donc un outil potentiellement utile dans les
problémes de calcul de zéros de systémes polynomiaux.

9.6 Code MATLAB des programmes

function [] = pseudo(polys,indets,proj,coord,xaxis,yaxis)

% polys : system of polynomials

% indets : variables

% proj : variable where we project

% coord : coordinate of the point near we project
% xaxis : coordinate for the x-axis

% yaxis  : coordinate for the y-axis

% example :

% pseudo({’ (x-1)"2+(y-2)"2-17,(x-3) "2+ (y-2)"2-1},
yA {’x>,’y’},’x?,[2 2],1:0.02:3,-1:0.02:1)

% load of a maple function that
% give the list of the monomial
% of a polynomial

procread (’monomial .maple’);

/» number of variable in the system
nbindets = length(indets);

% put the variables as symbolic variables
for k = 1:nbindets

syms (indets{k}) ;
end

% number of polynomials in the system
nbpoly = length(polys);

monomials = {};
for k=1:nbpoly

monomials{k} = maple(’monomial’,polys{k});
end

/» substitute a value to variables which do not change
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ind = 0; % index of the variable that moves
for k = 1:nbindets
if (indets{k} “= proj);
for j=1:nbpoly
polys{j} = simplify(subs(polys{k},indets{k},coord(k)));
dual{j} = simplify(subs(monomials{j},indets{k},coord(k)));

end
else
ind = k;
end
end
X= Xaxis;
y= yaxis;

% Define a grid
[X,Y] = meshgrid(x,y);

% size of the grid
[r,s] = size(X);

% Transform (x,y) of the grid in complex numbers as z=x+iy
Z =X + 1.%Y;

for 1=1:r
for j=1:s
tab = [];
for k=1:nbpoly
% compute the function that check the pseudozero set
num = subs(polys{k},indets{ind},Z(1,3j));
denum = norm(subs(dual{k},indets{ind},Z(1,j)),2);
tab = [logl0(abs(num)/abs(denum)) tab];
end
Res(1,j) = max(tab);
end
end

% draw the result
meshc(x,y,Res) ;

Dans le programme précédent, nous avons utilisé la fonction MAPLE suivante.

monomial := proc(poly)
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local listmono,mono,nbmono,k,p;

listmono := [op(expand(poly))];
nbmono := nops(listmono);

for k from 1 to nbmono do
mono := listmono [k];
mono := simplify(abs(mono/coeffs(mono)));
listmono[k] := mono;

od;

return(listmono) ;

end;
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Conditionnement structuré de racines
de polynémes

Ce chapitre est le pendant du chapitre 2 pour le probléme du calcul des racines de
polyndémes. Les outils et les techniques utilisés sont trés similaires.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au conditionnement du probléme de la dé-
termination d’une racine simple d’un polynéme donné. Le conditionnement d’une racine
simple a été étudié dans de nombreux articles parmi lesquels [19%, 61, , 48, 36] pour
des polynomes a coefficients complexes. Cela signifie que 1’on autorise des perturbations
complexes sur les coefficients complexes du polyndéme. Cependant, pour un polynéme
a coefficients réels, il semble encore plus naturel de n’autoriser seulement que des per-
turbations réels des coefficients réels. C’est par exemple le cas quand les coefficients du
polynéme décrivent des valeurs physiques (voir le chapitre 8 pour les polynémes d’in-
tervalles). Une autre motivation pour contraindre le conditionnement & décrire des per-
turbations réelles vient du calcul en précision finie. En effet, les erreurs d’arrondi d'un
calcul sur des nombres réels en précision finie sont des nombres réels. Nous pouvons donc
définir un conditionnement réel ne prennant en compte que les perturbations réelles d’un
polynéme réel. La question de savoir si ce conditionnement réel est différent (et si oui
dans quelle mesure) du conditionnement classique (complexe) se pose alors naturellement.

La principale contribution de ce chapitre est la définition et ’obtention d’une formule
calculable pour le conditionnement et I’erreur inverse réelle pour le calcul de racines de
polynomes. Nous montrons ainsi qu’il y peu de différence entre le conditionnement réel et
le conditionnement classique. Par contre, la différence peut étre importante entre I'erreur
inverse réelle et ’erreur inverse classique.

Le reste du chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section 10.1, nous
considérons le conditionnement d’une racine simple d’un polynéme. Nous étudions d’abord
le conditionnement d’une racine simple complexe d’un polynéme a coefficients complexes
en considérant des perturbations complexes. Nous étudions ensuite le conditionnement
d’une racine complexe d’un polynéme & coefficients réels en ne considérant que des per-
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turbations réelles des coefficients. Dans la section 10.2, nous nous intéressons a l’erreur
inverse pour le probléme du calcul de racines de polyndémes. La encore, nous considé-
rons tout d’abord des polynémes a coefficients complexes et ensuite des polynomes a
coefficients réels.

10.1 Conditionnement de racines de polynémes

Dans cette section, nous considérons le conditionnement d’une racine simple d'un
polynéme donné. Nous commengons d’abord par le cas d’un polynome a coefficients
complexes. Nous nous restreignons ensuite au cas d’un polynoéme a coefficients réels.
Enfin, nous étudions le conditionnement des parties réelles et imaginaires d’une racine
simple d’un polynoéme réel.

10.1.1 Conditionnement de polyndémes a coeflicients complexes

Pour n > 1, on définit par P,(C) l'espace des polynémes & coefficients complexes de
degré au plus n. Soit p € P, (C) un polynéme de degré n donné par

p(z) =Y piz'.
=0

Nous représenterons souvent p par le vecteur de ses coefficients (pg, p1,...,pn)". Nous
identifierons aussi la norme ||-|| sur P, (C) ala norme 2 sur C"*! du vecteur correspondant.
Dans ce chapitre nous travaillerons uniquement avec la norme 2 notée || - ||. Cela signifie
que

n 1/2
ol = (Z W) . (10.1)

Définition 10.1. Soit p € P,(C) un polynéme de degré n et z, une racine simple de p.
Le conditionnement (absolu) en zy est

0z
(20, p) := lim sup {M :0p € Po(C), ||9p] = 5} :
=0 16p]|
Dans la définition précédente, dzg représente la variation de la racine z; quand on
perturbe le polynéme p par un polynome dp. Cela signifie juste que zy+ dzg est une racine
de p+dp. Le théoréme suivant fournit une expression calculable pour le conditionnement.

Théoréme 10.1 (Chatelin et Frayssé [30]). Soient p € P,(C) un polynéme de degré n
et zg une racine simple de p. Le conditionnement de zy est donné par

2o

C —
S Ten)

K

ou 2o := (1, 20,28, ..., 20)7T.

o
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Démonstration. Soit p(z) = >_1 ,piz" et considérons I'application

[ P.(C)~C"! — C,
' (po,---,pn)t  +—— 2z tel que p(z) =0, z simple.

De la définition de ¢, on déduit que p(¢(p)) = 0. La régle de dérivation des fonctions
composées montre que

0 .
8; PP (2)+2' =0, i=0:n.
Cela entraine que ¢'(p) = —p,zz) 2%, En utilisant le développement en série de Taylor, on
obtient
1
P'(20)

De la définition 10.1, on déduit

1
kC(20,p) = ———sup { |z opl|, ||op|| =1}.

Il est facile de montrer que k€(zg,p) < mH@H. Notons 25 = |zle? and dp =
—z‘ka)

(|2o0|*e k=0 Nous avons z” 6p = ||zo||. Cela termine la preuve. |

10.1.2 Conditionnement de polynomes a coefficients réels

Dans certains cas, le polynome p est a coefficients réels et nous savons que les pertur-
bations éventuelles sur les coefficients resteront réels. La question de savoir si le condi-
tionnement réel est différent (et si oui dans quelle mesure) se pose alors naturellement.

Les notations sont similaires au cas complexe. Pour n > 1, on note P, (R) I’ensemble
des polynomes a coefficients réels de degré au plus n. Un polynéme p de P,(R) est re-
présenté par le vecteur (po,pi,-..,pn)" de ses coefficients, i.e. p(z) = > ', piz*. Nous
identifions toujours la norme || - || sur P,(R) & la norme 2 sur R™™ du vecteur corres-
pondant (relation (10.1)).

Définition 10.2. Soient p € P,(R) un polynéme de degré n et z, une racine simple de
p. Le conditionnement réel de zy est défini par

|520|

kB (20, :zlimsu{ :0p € Pu(R), |0 zg}.
(20,p) = limysup 4 =0+ 0p € Pu(R), [19p

Le théoréme suivant fournit une expression calculable pour le conditionnement réel.
Un résultat similaire a été obtenu par Hough [100]. La différence vient du fait qu’il
utilise des polynomes unitaires et qu’il définit les perturbations sur les racines au lieu des
coefficients.
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Théoréme 10.2. Soient p € P,(R) un polynome de degré n et zy une racine simple de
p. Le conditionnement réel de zy est donné par

1 \/
R — 2 2 2 2)2 T,,)2)1/2
kY (20,p) = —=—— ull2 + [|o]|2 + ((Jlu||? = ||v — 4(uTv)2)1/2),
(20, p) V2 ) (lull® + [lol* 4 (Clul® = flv]]?)? = 4(uTv)?)1/2)
0l 29 = (1, 2o, Zg, . ,ZS)T et u, v sont respectivement les parties réelles et imaginaires

de zp.

Démonstration. De la preuve du théoréme 10.1, on déduit que

|
K®(20,p) = ——sup {|z0” 6p|, 6p € Pu(R), ||0p] =1}.
1P (20)|

En d’autres termes, nous avons
1
R 2 Ts 12
Kk (20,p)° = ———=sup1|zo” op|°, Ip € Po(R), |[op||=1¢.
(20:0)" = s {270 ®), 6] = 1}

Ecrivons zp = u + v, ol u et v sont respectivement les parties réelles et imaginaires de
zo. Avec ces notations, on a

120" 0p* = op” (uu” + vv”)dp.
En appliquant le théoréme du quotient de Rayleigh (voir [99, p.176]) on trouve
sup {|z0"0p|*, op € Pu(R), [6p] = 1} = Amax(ut” + v07),

Ol Apax(A) dénote la plus grande valeur propre de la matrice A. La matrice uu” +vv” est
de rang 2 et son image est I'ensemble Vect(u, v). Soit A une valeur propre de uu” + vo’
et au + bv, a,b € R un vecteur propre. Il s’en suit que

(uu” 4+ vu”) (au + bv) = Aau + bv).

On peut réécrire cela sous la forme

(o) (3)=2(3),

Les valeurs propres de cette matrice sont les racines de son polyndéme caractéristique qui

est
P(X)=X?— (u"u+0"0)X + (u"w)(vTv) — (uTv)2.

Les deux racines de ce polynéme sont

{X1 = 30l + ol + (P = ol)? = 4(uTo)?) ),
X = S0l + ol = (P = ol)? = 4(uTo)?) ).

En conséquence

1
Amae(ut” +v0") = (|l + [0l + ((lull* = [[v]*)?* - 4(u"0)*)),

et le résultat suit de ce que k®(zg,p) = m\/)\max(uuT + voT). |
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Soit p € P,(R) un polynéme a coefficients réels. Du fait que

1
z0,p) = —=———/([ull> + [vll> + ((lull? = [[o]]2)? — 4(uTv)?)1/?),
\/§|p’(20)!\/
c VP A+ ]2
R <20>p) - |p,(20)|
on déduit

k%(20,p)/V2 < %(20,p) < K%(20, D).
Prenons l'exemple p(z) = 2°+2 et 2o = i. Nous avons x®(i, p) = 1/v/2 et kC(i, p) = 1. De
la méme facon, si nous choisissons p(z) = z—1 et 2o = 1 alors on a k®(1,p) = kC(1,p) =
V2. Cela signifie que les bornes présentées ci-dessus sont optimales.

10.1.3 Conditionnement de parties réelles et imaginaires

Si la perturbation ép est réelle et si nous notons 2y = u + v, p'(20) = x + 1y alors
I'équation (10.2) peut s’écrire sous la forme

(zu” + yoT)dp

Re(dzg) = - + O(||6p|1?), 10.3
(zo" —yu”)op >
Im(dz — + O(||op|]7). 104

En suivant [168], on peut définir un conditionnement pour les parties réelles et imaginaires
de la racine zg de la maniére suivante

) Re(dz

Aanp) o= s {05 € 2R, ol = |
=0 1op
Im(0
kS (20,p) := limsup {M :0p € Pu(R), |0p|| = 5} .

=0 [[0pl]

A Taide des équations (10.3) and (10.4), on obtient
1
Ky (20,p) = e {1z +y0")dp| : 5p € Pu(R), ||6p] =1},
1
k5 (20, p) G P {I(z0” — yu")p| : 6p € Pu(R), ||op]| = 1}.
Un calcul simple montre alors que
R [(zu” + yoT)||
ki (20,p) =
REP) = TGP
T_ T
/{l:%l(zojp) — H(xv, y’l; )H
P’ (20)]

On remarque que x5 (zo,p) et £8(zy,p) peuvent avoir des ordres de grandeur trés diffé-
rents. En effet, si z = y et u = v alors on a k5 (20,p) = 0 et riy(z0,p) = &?&?lg. On

en déduit que la partie imaginaire d’une racine peut étre bien conditionnée alors que la
partie réelle est elle trés mal conditionnée.
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10.2 Erreur inverse de racines de polynomes

Dans cette section, nous nous intéressons a l'erreur inverse d’une racine d’'un poly-
noéme. Comme dans les sections précédentes, nous regardons d’abord le probléeme avec
des polyndémes a coefficients complexes et nous autorisons des perturbations complexes
de ses coefficients. Nous nous restreignons ensuite aux polyndémes a coefficients réels et
nous n’autorisons alors que des perturbations réelles de ses coefficients. A la fin de la
section, nous établissons un lien entre I’ensemble des pseudozéros et 'erreur inverse.

10.2.1 Erreur inverse de racines de polynémes a coefficients com-
plexes

Définition 10.3. Soient p € P,,(C) un polynéome de degré n et z une racine approchée
de p. L’erreur inverse en z est définie comme

n°(z) := min{||dp|| : 6p € P.(C), (p + dp)(z) = 0}.

Théoréme 10.3 (Chatelin et Frayssé [30]). Soient p € P,(C) un polynéme de degré n
et z une racine approchée de p. L’erreur inverse de z est donnée par

p(2)|

Clo) —
=g

otz = (1,2,2%,..., 207

Démonstration. Nous supposons que p(z) # 0, sinon on choisit dp = 0 et alors n€(2) = 0.
Soit dp € P,(C) tel que (p + dp)(z) = 0. On a alors p(z) = p(z) — (p + dp)(z) = —dp’ 2z

avec z = (1,2,2%,...,2"). On en déduit que |p(z)| < ||4]|||z]|. Ainsi nous avons
p(2)|
A
Notons z = |z|e?. La borne inférieure est atteinte par dp = (|z[*e=*)1_g.p. [ |

10.2.2 Erreur inverse de racines de polynomes & coefficients réels

Définition 10.4. Soient p € P,(R) un polynéme de degré n et z une racine approchée
de p. L’erreur inverse réelle en z est

n™(z) := min{||0p|| : dp € P.(R), (p+ dp)(z) = 0}.

Pour obtenir une expression calculable de cette erreur inverse, nous allons utiliser des
arguments issus de [93]. Nous supposons que p(z) # 0, sinon on choisit dp = 0 et n’(2) =
0. Soit dp € P,(R) tel que (p+dp)(z) = 0. On a alors p(z) = p(z) — (p+Ip)(z) = —dp’ 2z
avec z = (1,2,2%,...,2")T. On en déduit que 1 = —6pT G(2) on G(z) = p(lz) (1,2,...,2M7T.
Posons G(z) = Gr(z) +iG(z) ou Gr(z), G[(2) représentent respectivement les parties
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réelles et imaginaires de G(2). On en déduit 1 = —6p” Gr(z) —idp” G1(z). Par conséquent,

nous avons
pTGr(z) = —1,
opTGr(z) = 0.

Ainsi ||6p|||Gr(z) — aG(2)|| = 1, pour tout a € R. Etant donnés x,y € R™"!, on définit
par
d(z,Ry) = inf [lz — ayl,

le distance du point z € R™""! 4 la droite Ry = {ay,a € R}. On en déduit alors que
1 5 N , N [ . . .

|op|| = ARG ). D'aprés un théoréme de dualité (voir [132, p.119]), il existe un

vecteur u € R™™, ||ul| = 1, satisfaisant

u'Gr(z) = d(Gr(2),RG1(2)) et u'Gj(z) =0.

Considérons maintenant le polynéme dont les coefficients sont donnés par

d(Gr(2), RG1(2))

op == —

Théoréme 10.4. L’erreur inverse réelle en z est donnée par

1
d(Gr(2), RG1(2))

nt(z) =

Démonstration. Nous avons

u” p(2)ul'G(2)

G RGE) P9~ GGt rG ) Y

(p+dp)(2) = p(z) —

H d(GR(z),uRGI(z)) H - d(GR(,z),1 RG(2))

On en déduit que p+9dp est le polynome réel le plus proche de p ayant z comme racine. W

1opll =

La principale difficulté est le calcul de d(Gg(z), RG(2)). Si on note (-,-) le produit
scalaire associé & la norme || - ||, on a

,y)2 .
d(z. Ry) = Hﬂ@—ﬁ% siy # 0,
’ 2|2 siy=0.

De la relation d(Gr(z2), RG((z)) < [|G(2)|], on déduit que nC(z) < n®(2) pour p €
Pu(R).
Remarque. On peut se demander si n¢(z) ~ n®(z). En fait, n€(2) peut étre trés différent

de n®(z). Si par exemple p(z) = z, un calcul direct montre que n®(z) = 1 alors que
nC(z) = (1 +1/|2/*)7'/% et donc n€(2) — 0 quand z — 0.
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10.2.3 Erreur inverse et ensemble des pseudozéros

Le théoréme 10.5 ci-dessous donne une relation entre ’erreur inverse et I’ensemble des
pseudozéros.

Théoréme 10.5. L’ensemble des e-pseudozéros de p satisfait
Z.(p)={2€C:n%(x) <e}.

Démonstration. C’est une conséquence directe de Pexpression de 1n(z) (voir le théo-
réme 10.3) et du théoréme 2.3. [ |

10.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme classique du calcul de
racines de polynémes sous I'aspect du conditionnement et de 'erreur inverse. Etant donné
un polynoéme a coefficients réels, nous avons défini un conditionnement et une erreur
inverse réelle, c’est-a-dire que nous autorisons seulement des perturbations réelles sur ces
coefficients. Nous avons donné une formule explicite pour ces expressions.

Nous avons surtout montré qu’il y a peu de différence entre le conditionnement clas-
sique et le conditionnement réel. Par contre, il peut y avoir une différence importante
entre 'erreur inverse classique et ’erreur inverse réelle.
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Chapitre 1 1

Pseudospectres et structuration

11.1 Introduction et notations

Le e-pseudospectre d'une matrice A a été introduit par Trefethen [193] comme le sous-
ensemble du plan complexe consistant en toutes les valeurs propres de toutes les matrices
situées a une distance € de A. Si maintenant la matrice A posséde une certaine structure
(par exemple Toeplitz), il semble alors naturel de n’autoriser que des perturbations ayant
la méme structure. Dans ce cas, on définit le e-pseudospectre structuré d’'une matrice
structurée A comme le sous-ensemble du plan complexe consistant en toutes les valeurs
propres de toutes les matrices structurées de méme type situées a une distance ¢ de A.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons plus particuliérement aux structures vecto-
rielles

struct € {Toep, circ, Hankel, sym} (11.1)

correspondant & I’ensemble des matrices Toeplitz, circulantes, Hankel et symétriques (voir
la table 11.1). La table 11.2 indique le nombre de paramétres indépendants pour les
structures que nous allons considérer dans ce chapitre.

Dans ce chapitre, M,,(C) représente ’ensemble des matrices complexes de taille n x n
et M3t (C) I'ensemble des matrices structurées complexes, avec struct dans (11.1). Nous
munissons ces espaces de la norme 2 (encore appelé norme spectrale) noté || - ||.

Considérons maintenant une matrice A € M, (C). Nous notons par A(A) son spectre.
Etant donné € > 0, le e-pseudospectre de la matrice A € M, (C) est 'ensemble A (A)
défini par

A(A)={z€C:ze A(X) avec X € M,(C) et | X — A|| < &}.

Etant donné une matrice A € M"™(C) avec la structure struct dans (11.1), le e-
pseudospectre structuré de A est 'ensemble AS™*(A) défini par

AN A) = {2 € C:ze A(X) avec X € M"™(C) et || X — Al < e}
Pour A € M:"™*(C) il est clair que I'on a toujours

AitruCt(A) g AE(A)

145
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Matrice Toeplitz (¢;_;)7:2 Matrice Hankel (h; ;)77

i,j=0 1,j=0
to to1 -+ tig, ho hi -+ hy
tl to . 3 }ll }12 . }ln
: Lot : IR :
tn—l e tl tO hn—l hﬂ e hQn—2

Matrice circulante (v;)7—;

Vo Up—1 -+ U1
U1 Vo

Up—1
Un—1 U1 Vo

TAB. 11.1 — Trois classes importantes de matrices structurées

Structure | générale Toep circ Hankel sym
k n? 2n—1 n  2n—-1 (n*+n)/2

TAB. 11.2 — Nombre de paramétres indépendants

Nous sommes intéressé par trouver les structures pour lesquelles on a ’égalité entre les
pseudospectres structurés et non structurés. Pour les structures classiques ou il n’y a
pas égalité, nous dégageons les différentes relations qui peuvent exister entre ces deux
pseudospectres.

A notre connaissance, le pseudospectre structuré (appelé en anglais « spectral value
sets ») a été défini et étudié pour la premiére fois avec des perturbations de la forme

A~ A+ANA=A+DOE, © e M,(C),

ou D e M, (C), E € M,,(C) sont des matrices fixées définissant la structure de la per-
turbation (voir [39, , 18]). La définition de pseudospectre structuré que nous utilisons
dans ce chapitre est du a Bottcher, Grudsky et Kozak [20] pour la structure Toeplitz.
Ils 'appelérent le e-pseudospectre « Toeplitz » dans [20] et le pseudospectre Toeplitz-
structuré dans [19]. Dans [20], ils considérent des matrices Toeplitz par bandes et donc se
restreignent a définir AT (A) pour A € M, Oep[r’s](C) ou Toep|r, s] est la matrice Toe-
plitz avec au plus r superdiagonales non nulles et au plus s sousdiagonales non nulles. Ils
montrent que A.(A) peut étre différent de A’ oop[rs| (A). Dans ce chapitre, nous montrons
I’égalité quand r = s = n. De plus, nous étendons la définition a d’autres structures, telle
que les structures Hankel et symétriques.

Le reste du chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section 11.2, nous
rappelons des résultats sur la distance structurée a la singularité. Dans la section 11.3,
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nous montrons que pour struct € {Toep, circ, Hankel, sym}, le pseudospectre structuré
est égal au pseudospectre non structuré. Nous étudions ensuite le cas des structures
Hermitiennes et anti-Hermitiennes. Nous montrons qu’il n’y a pas égalité entre le pseu-
dospectre structuré et non structuré pour ces structures. Dans la section 11.4, nous géné-
ralisons les résultats précédents au cas du pseudospectre de matrices polynomiales avec
struct € {Toep, circ, Hankel, sym}. Enfin nous donnons une formule calculable pour le
pseudospectre structuré de matrices polynomiales réelles.

11.2 Distance structurée a la singularité

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats concernant le distance structurée
a la singularité. Etant donnée une matrice non singuliecre A € M, (C), on définit la
distance a la singularité par

d(A) = min{||AA| : A+ AA singuliere, AA € M, (C)}. (11.2)

Pour une matrice non singuliere A € M:""*(C), on définit la distance structurée a la
singularité par

& (A) = min{||AA| : A+ AA singulicre, AA € MT(C)}. (11.3)

Rump a prouvé dans [172, Thm 12.2] que les deux distances d(A) et d*""*(A) étaient
égales pour struct € {Toep, circ, Hankel}.

Théoréme 11.1 (Rump [172, Thm 12.2|). Etant donnée une matrice non singulicre
A € ME"™<t(C) avec struct € {Toep, circ, Hankel}. Alors on a

d(A) = & (A) = [AT] 7 = owin(A).

Le nombre op,;,(A) représente la plus petite valeur singuliére de A. On a la méme
propriété avec la structure symétrique. Avant d’énoncer le résultat, nous avons besoin des
lemmes suivant.

Lemme 11.1 (factorisation de Takagi). Soit A une matrice symétrique compleve (AT =
A), alors il existe une matrice unitaire U et une matrice diagonale o éléments réels positifs
¥ = diag(oy, ..., 0,) telles que A =UXUT.

On trouvera une preuve de ce résultat dans [99, Cor. 4.4.4].
Lemme 11.2 (Rump [172, Lem. 10.1]). Soit € C" un vecteur donné. Alors il existe
une matrice symétrique complexe A telle que Az =7 et ||A]| = 1.

Le résultat suivant est issu de Tisseur et Graillat [189)].

Théoréme 11.2 (Tisseur et Graillat [189]). Soit A une matrice non singuliére de ME*"*(C)
avec struct = sym. Alors

d(A) = & (A) = [AT] 7 = owin(A).
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Démonstration. On a évidemment d*""*(A) > d(A) = ||A7Y|™" = omin(A), et ainsi il
nous reste seulement a montrer que (A+AA)z = 0 pour un x # 0 et AA symétrique avec
|AA] = omin(A). Soit A = UXUT la factorisation de Takagi de A ot U est unitaire et %
est diagonale avec des éléments strictement positives (voir le lemme 11.1). Soit x la colonne
de U correspondant au plus petit élément diagonal de X. Alors AT = oy (A)z. D’aprés
le lemme 11.2 il existe une matrice symétrique complexe C' telle que CZT = z et ||C]| = 1.
Posons AA = —oin(A)C. 11 vient alors que AA est symétrique, [|AA|| = omin(A4) et

(A+ AA)T = 0in(A)T — Omin(A)z =0

si bien que A + A A est singuliére. [ ]

11.3 Le pseudospectre structuré égale le pseudospectre
non structuré

Le lemme suivant établit un lien entre le e-pseudospectre et la distance a la singula-
rité (voir [195]).

Lemme 11.3. Etant donnés € > 0 et A € M, (C), le e-pseudospectre vérifie
A(A)={z€C:d(A—=zI) <e}.
Dans cette section, nous considérons les structures suivantes
struct € {Toep, circ, sym}. (11.4)

Comme nous 'avons vu précédemment, nous avons d(A) = d*™*(A) pour A € M3t (C).
Par conséquent, il nous suffit de prouver que

Aztruct(A) _ {Z cC: dstruct(A _ Z[) < 5}

pour conclure que A (A) = AS"™™(A) pour une matrice A € M:"(C). C’est le but du
lemme suivant.

Lemme 11.4. Etant donnés ¢ > 0 et A € M™(C) avec struct dans (11.4), le e-
pseudospectre structuré satisfait

AitrUCt(A) _ {Z eC: dstruct(A _ Z[) < 5}.

La preuve est tres similaire a celle du lemme 11.3 mais nous devons faire attention a
conserver la structure.

Démonstration. Soit z € AS™*(A). Cela signifie qu’il existe X € M:""(C) tel que
z € AN(X) et | X — A|| < e. Par conséquent la matrice X — zI est singuliére et

(X ==2I) = (A=zD)| = [ X - Al <e.
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De plus, puisque pour les structures considérées zI € M5 (C) pour z € C, nous avons
X — zI € ME"et(C).Par définition de la distance a la singularité, on a

dstruct(A . ZI) g €.

Réciproquement, soit z € C' tel que d*™*(A — zI) < e. Alors il existe X € M5t (C) tel
que X soit singuliére et ||[(A—zl) — X|| < e. Posons Y = X + zI. On remarque alors que
z est une valeur propre de Y puisque Y — zI = X est singuliére. De plus, nous avons

IV = Al = [[(A = 2I) - X[| < ¢

et Y € M5et(C) puisque zI € M (C) pour z € C. On en déduit que z € A(Y') avec
Y — Al < e, cest-a-dire que z € A3 (A). [ |

D’aprés les lemmes 11.3 et 11.4 et les théoréemes 11.1 et 11.2 on déduit le théoreme
suivant.

Théoréme 11.3. Etant donnés e > 0 et A € M™(C) avec struct € {Toep, circ, sym},
le e-pseudospectre et le e-pseudospectre structuré sont égaux, c’est-a-dire,

AS(A) = A(A).

Le théoréme 11.1 est encore vrai pour les structures Hermitiennes et anti-Hermitienne
Cependant, la preuve du lemme 11.4 donnée ci-dessus ne s’adapte pas a ces deux struc-
tures (ni a celle Hankel) puisque les matrices scalaires (zI pour z € C) ne sont ni Her-
mitiennes ni anti-Hermitiennes en général.

En fait, nous n’avons pas égalité entre le pseudospectre structuré et le pseudospectre
non structuré pour ces structures. En effet, les matrices Hermitienne et anti-Hermitienne
sont normales, et si A € M, (C) est normale alors A.(A) = {z € C : dist(z,A(A)) < ¢}
(voir [193]). Par conséquent, A.(A) contient un sous-ensemble ouvert de C. Mais si A
est Hermitienne alors évidemment Al™(A) C R, tandis que si A est anti-Hermitienne
il est facile de voir que Askevherm(A) C 4R. Ceci montre que pour les matrices Hermi-
tiennes et anti-Hermitiennes le pseudospectre est toujours strictement plus grand que le
pseudospectre structuré. Il est clair que AP™(A4) C A.(A) N R. Soit z € A.(A) NR.
Puisque maintenant z/ est Hermitienne, on en déduit que d™™(A — 21) = d(A — zI)
et donc z € A™(A). Par conséquent, AP™(A) = A.(A) NR. En reprenant les mémes
arguments, on conclut aussi que ASkevherm(A) = A_(A) NiR.

En fait, I'égalité Allankel(A) = A_(A) reste valable pour A dans M!#kel(C). Pour voir
cela, soit z € A.(A). Comme dans la preuve du théoréme 11.2, considérons la factorisation
de Takagi A—2I = ULU? et prenons x # 0 tel que (A—21)T = oyin(A—21)z. Rump [172]
a montré que la matrice A du lemme 11.2 pouvait étre choisi de type Hankel. Ainsi, il
existe une matrice C' € M!Mankel(C) telle que CZ = x et ||C|| = 1. On en déduit alors
que AA = —oyin(A — 2I)C est une matrice de Hankel et que (A — zI + AA)Z = 0. En
conclusion, on a z € Allankel(A),
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11.4 Pseudospectre structuré de matrices polynomiales

Dans cette section, nous nous intéressons au pseudospectre de matrices polynomiales.
Nous prouvons un résultat analogue au théoréme 11.3 pour les matrices polynomiales dans
la premiére sous-section. Le seconde sous-section concerne le pseudospectre de matrices
polynomiales réelles en ne prenant en compte que les perturbations réelles.

11.4.1 Pseudospectre structuré de matrices polynomiales com-
plexes

Le probléme du calcul des valeurs propres d’'une matrice polynomiale est de trouver
la solution (x,\) € C" x C de

ou
P(\) = A"A,, + N AL e+ A,

avec Ay € M, (C), k=0 :m. Siz # 0 alors A est appelée une valeur propre de P et x un
vecteur propre associé a la valeur propre A. L’ensemble des valeurs propres de P est noté
A(P). Quand A,, est non singuliére, P est dit régulier et a mn valeurs propres. Dans la
suite, nous supposons toujours que P est régulier. Définissons

AP(A) = N"AA,, + N"TAA, 4 -+ AAy,
ou AAy, € M,(C). On définit le e-pseudospectre de P par

A(P)={ e C:(P(A\)+AP(\))x =0 pour un = # 0
avec ||AAg|| < ape, bk =0:m}.

Les paramétres positifs a, ..., o, permettent une pondération sur les perturbations de
chaque matrices. En la définition précédente nous supposons aussi que toutes les matrices
polynomiales P(\)+ AP()) sont aussi réguliéres. Le lemme suivant est une reformulation
du Lemme 2.1 de [191].

Lemme 11.5. Nous avons
A(P)={re C:d(P(N\) <ep(|AD},

ou p(z) =1, k.

Démonstration. Soit A un élément de A (P). Il existe alors AP(\) € M,(C) tel que
|AAL| < are, kb =0:m et P(A\) + AP(\) est singuliére. On déduit alors de la définition
de la distance d que d(P(\)) < [|[AP(X)||. Puisque

IAPOII< Y IAFane = ep(IA)),
k=0

on a d(P(A)) < ep(|A]).
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Réciproquement, soit A € C tel que d(P())) < ep(|A]). Cela signifie qu'il existe
X € M,(C) tel que || X| < ep(|]A]) et P(A) + X est singuliére. Définissons A Ay par

AA, = sign(A)agp(IA)) 71X

ou pour un nombre complexe z on a définit

sign(z) = {z/m, 2 #0,

0, z=0.
On a alors
ZAkAAk (Z |)\|kozkp(])\|)_1X) = X,
k=0
et ||AAgl < age, k=0:m. A1ns1, ona\e€A(P). [ |

Nous supposons maintenant que les matrices A, possédent toutes la méme structure
appartenant a
struct € {Toep, circ, Hankel, sym}. (11.5)

Nous supposons aussi que toutes les matrices AAg, £ = 0 : n, ont la méme structure que
les matrices Ag. Soit

PA) = N"Ap + X" A+ -+ Ay,
avec Ay, € ME™(C), k=0:m et
AP(N) = \"AA, + X" TAA, | + -+ AA,,

avec AA, € M:"*(C). On remarque aisément que P(\) et AP()) appartiennent a
MEtruet(C). On définit le e-pseudospectre structuré de P par

AY(P)y={A € C: (P(\)+AP(\))z =0 pour un z # 0
avec AAy, € M3 (C), ||AALl < are, bk =0:n}.

Le lemme suivant est la version structurée du lemme 11.5.
Lemme 11.6. Pour struct dans (11.5) on a
AF(P) = {X € C: ™ (P(N)) < ep(|A])},

ot p(z) = Y p_, ara®.

Démonstration. Soit A un élément AS™*(P). 11 existe donc AP(\) € Mt (C) tel que
AA, € M (C), ||[AAg]l < are,k = 0 @ m et P(\) + AP()) est singuliére. De la
définition de la distance d*™"*, on déduit que d**™*(P(\)) < [|[AP(N)||. Puisque

AP <) [AFare = ep(|A]),
k=0
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on a d*(P(X) < p(|A)).
Réciproquement, soit A € C tel que d*™"*(P()\)) < ep(|A]). Cela signifie qu’il existe
X € M:met(C) tel que || X|| < ep(JA]) et P(A) + X est singuliére. Définissons A Ay, par

AA;, = sign(A\)agp(|A\) 71X
On a lors, AA; € Mt (C),

AP(N) =D NAA, = (Z |A|’“akp<|x|>—1X) =X,

k=0
et [|[AAg|| < age, k= 0:m. Par conséquent, A € A(P). [ |

Des lemmes 11.5 et 11.6 et des théorémes 11.1 et 11.2 on déduit le théoréme suivant
pour struct dans (11.5).

Théoréme 11.4. Sie > 0 et P(\) = \"A,, + N YA, 1 + -+ + Ay est une matrice
polynomiale avec Ay € ME™(C), k=0:m et

struct € {Toep, circ, Hankel, sym},

alors le e-pseudospectre et le e-pseudospectre structuré sont égauz, c’est-a-dire,

AT (P) = AL (P),

11.4.2 Pseudospectre structuré de matrices polynomiales réelles

Dans cette sous-section, nous considérons
PN = \N"Ap + X" A+ -+ Ay,
avec A, € M,,(R), k=0:m et
AP()\) = N"AA,, + X" TAA, 1+ -+ AAy,

avec AA;, € M, (R). Nous supposons que P(\) est sujette a des perturbations structurées
qui s’expriment sous la forme

[AAg,...,AA,] = DO[E,, ..., E,,

avec D € M,,1(R), © € M 4(R) et Ex, € M;,(R), k =0 : m. Ce type de perturbations
apparait naturellement en théorie du contréle. Par commodité, nous introduisons les
notations suivantes

EO) = ElLy, Mo,y o N LT = N By + X" By + -+ By,

et
G(A\) = EQ)P(A)'D = Gr(\) +iG1()), Gr(N\),Gi()) € R
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On définit le e-pseudospectre structuré par
A(P)={> e C:(P(\)+ DOE()N)x =0 pour un z # 0, ||0] < ¢}.

Nous supposons de plus que les matrices polynomiale P et P(\)+DOFE()) sont réguliéres.
Pour z,y € R!, nous notons

dist(z, Ry) = inf [lz — ay],

la distance du point z a la droite Ry = {ay,a € R}. Le théoréme suivant fournit une
caractérisation calculable du pseudospectre structuré.

Théoréme 11.5. Nous avons
A(P)={A € C\ A(P) : dist(Ggr(N\),RG[()\)
Démonstration. S’il existe x # 0 tel que (P(\) + DOE(X)
r=—-PA) 'DOE\)x et OFE\)x=-0E\P\) 'DOE\)z.

) =1/} UA(P).
)

x = 0 alors

Notons v = OF(N)z € C, u = uy + iuy, (ui,uz) € R 1l est clair que u # 0 puisque
A ¢ A(P). En utilisant ces notations, on obtient

u=—-0G(\u,
que l'on peut réécrire en termes réels,

Uy = —@GR(A)ul -+ @G[()\)U27
Ug = _@GR()\)UQ — @G](/\)ul

Ces équations sont équivalentes a

(1 + @GR(A))ul - @G[()\)Ug = 0,
Puisque (u1,us) # (0,0), le systéme a une solution non triviale. On en déduit que le
déterminant du systéme s’annule. Un calcul simple montre que ce déterminant est égal
a (1+0Gr(\))*+ (06G()N))% On en conclut que O satisfait les équations ci-dessus si et
seulement si

OG;(\) =0 et OGr(\) =—1.

En conséquence, O(Gr(\) — aG;(N)) = —1 pour tout a € R, si bien que nous avons
1 <¢||Gr(A) — aGr(N)]|. Ainsi, on a bien

dist(Gr(\), RG1(\) = 1/e.
Réciproquement, supposons que dist(Gg(A), RG(\)) > 1/e. Par un théoréme de dualité

(voir [93]) il existe un vecteur z € RY, ||z]| = 1 tel que
2TGRr(N) = dist(Gr(N\), RGr(N)),
ZTG[()\) =0.

Posons © = —dist(Gr(A\), RG(\)) ™'z et z = P(X\)7!D. Avec ces notations, nous avons
(P(\) + DOE(\))x = 0. [ |
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11.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le pseudospectre structuré était égal au
pseudospectre non structuré pour les structures suivante : Toeplitz, circulante, Hankel
et symétrique. Nous avons montré que ce résultat ne pouvait s’étendre aux structures
Hermitiennes et anti-Hermitienne. Nous avons généralisé ces résultats au pseudospectre
de matrices polynomiales pour les mémes structures. Nous avons de plus donné une
formule pour le calcul du pseudospectre structuré de matrices polynomiales réelles.
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Conditionnement structuré de
problémes matriciels

12.1 Motivations

Il y a actuellement un intérét croissant dans l'analyse des perturbations structurées
(voir par exemple [27], [33], [172] et leurs références) en grande partie di & un dévelop-
pement substantiel d’algorithmes pour des problémes structurés. Pour ces probléme, il
est souvent plus approprié de définir un conditionnement qui mesure la sensibilité aux
perturbations structurées. Les perturbations structurées sont en général plus difficiles a
manipuler que les perturbations non structurées et I’analyse de ’erreur inverse d’un algo-
rithme est aussi plus compliquée quand elle concerne des données structurées. Notre but
est ici d’identifier des classes de matrices pour lesquelles le rapport entre le conditionne-
ment structuré et non-structuré ainsi que l’erreur inverse structurée et non-structurée est
proche de un. Par exemple, on sait que pour les systémes linéaires symétriques ainsi que
pour la distance a la singularité, il n’y a pas de différences si les perturbations sont res-
treintes a étre symétriques [32]. Rump [172] a montré récemment qu’il y a les méme types
de comportement avec les structures anti-symétriques et persymétriques. Par conséquent,
dans ces cas, ’analyse usuelle avec des perturbations non-structurées est suffisante. Dans
ce chapitre, nous unifions et étendons ces résultats a d’autres structures.

Les matrices structurées que nous considérons ici appartiennent aux algebres de Lie et
de Jordan [5] associées & un produit scalaire orthosymétrique et unitaire. Cela inclut par
exemple les matrices symétriques, symétriques complexes, anti-symétriques complexes,
pseudo-symétriques, pseudo-anti-symétriques, per-symétriques, per-anti-symétriques, ha-
miltoniennes, anti-hamiltoniennes, hermitiennes, anti-hermitiennes et J-hermitiennes.

Le chapitre est organisé de la facon suivante. Dans la section 12.2, nous commencgons
par mettre en place les notations et nous rappelons les outils de base nécessaires. Dans
la section 12.3, nous étudions le conditionnement pour 'inverse d’une matrice et pour
les systémes linéaires ainsi que la distance a la singularité. Nous montrons que pour les
matrices appartenant & une algébre de Lie ou de Jordan d'un produit scalaire ortho-
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symétrique et unitaire, les conditionnements structurés et non-structurés sont égaux ou
dans un petit facteur I'un de l'autre. Nous montrons aussi que la distance a la singu-
larité ne change pas si nous forcons les perturbations a étre structurées. Ainsi pour ces
classes de matrices, I’analyse de perturbation usuelle (c’est-a-dire non-structurée) est suf-
fisante. Dans la section 12.4, nous considérons I'erreur inverse structurée a la fois pour les
systémes linéaires et pour les problémes de valeurs propres. Nous donnons des formules
explicites pour 'erreur inverse structurée quand elles existent et nous donnons un ratio
entre 'erreur inverse structurée et non-structurée.

On note par K le corps R ou C, par || - || la norme 2 définie par

1A]lz = p(A*A)? = oumax(A)

et par || - | la norme de Frobenius
IANF =D " [|Avi|13 = trace(A*A), (12.1)
i=1
avec A € K™ oyax la plus grande valeur singuliére A, p le rayon spectral et {vy, ..., v,}

une base orthonormé de K".
On remarque que ces deux normes sont unitairement invariantes, c.-a-d., |[UAV| =

|A|| pour U et V des matrices unitaires. Nous utiliserons aussi fréquemment le fait
1A 13" = omin(A).

12.2 Préliminaires

Nous commencons par donner les définitions et les propriétés de base des produits
scalaires et des classes de matrices structurées qui leur sont associées. Nous donnons
aussi un certain nombre de résultats auxiliaires sur ces matrices structurées.

12.2.1 Matrices structurées dans les espaces quadratiques

Le terme produit scalaire sera utilisé pour se référer a toute forme bilinéaire ou ses-
quilinéaire non dégénérée (-,-) sur K". Toute forme bilinéaire réelle ou complexe (-, )
a une unique représentation matricielle donnée par (-,-) = 27 My, tandis qu'une forme
sesquilinéaire peut étre représentée par (-,-) = x*My, ol la matrice M est inversible.
Nous noterons (-, -) par (-,-),, quand cela sera nécessaire.

Une forme bilinéaire est symétrique si (z,y) = (y,x) et anti-symétrique si (x,y) =
—(y,x). Ainsi pour une forme symétrique on a M = M7 et pour une forme anti-

symétrique M = —M7T. Une forme sesquilinéaire est hermitienne si (x,y) = (y,z) et

anti-hermitienne si (x,y) = —(y, ). Les matrices associées a de telles formes sont respec-
tivement hermitiennes et anti-hermitiennes.

A chaque produit scalaire correspond une notion d’adjoint, généralisant 1'idée de la
transposition 7 ou de le transconjugaison *. Cela signifie que pour toute matrice A € K™*"
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TAB. 12.1 — Echantillons de matrices structurées associées a un produit scalaire (-, -)

ol M est la matrice définissant le produit scalaire.

Espace M Groupe d’automorphismes Algébre de Jordan Algeébre de Lie
G={G:G*=a"1} I={S:8* =5} L={K:K*=-K}
Formes bilinéaires
R™ I Orthogonales réelles Symeétriques Anti-symétriques
cn I Orthogonales complexes Symeétriques complexes Anti-symétriques complexes
R"™ 3p.q Pseudo-orthogonales® Pseudo symétriques Pseudo anti-symétriques
Cc™ 3p.q pseudo-orthogonales complexes pseudo-symétriques complexes Pseudo-anti-symétriques complexes
R" R Perplectiques réelles Persymeétriques Per-anti-symétriques
R2™ J Symplectiques réelles Anti-hamiltoniennes Hamiltonienne
c2n J Symplectiques complexes J-anti-symétriques complexes J-symétriques complexes
Formes sesquilinéaires
Cc™ I Unitaires Hermitiennes Anti-hermitiennes
c” 3p.q Pseudo-unitaires” Pseudo-hermitiennes Pseudo-anti-hermitiennes
c2n J Symplectiques conjuguées J-anti-hermitiennes J-hermitiennes
Ici, R = { L et Bp g = [157 701(1] € R™X™ sont symériques et J = [70171 I(;L] est

anti-symétrique.

M

“Les physiciens utilisent le groupe pseudo-orthogonal avec Y3, = {13 71} et I'appelle le groupe

de Lorentz.

b Les matrices pseudo-unitaires sont quelques fois appelées Yp,q-unitaires, ou hypernormales en
traitement du signal.
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il existe une unique matrice adjointe A* par rapport au produit scalaire définie par
(Az,y),, = (z, A%y),, pour tous x et y dans K". En terme matriciel la matrice adjointe
est donnée par

a* M=TATM  pour les formes bilinéaires,
| M~*A*M  pour les formes sesquilinéaires.

On associe & un produit scalaire (-,-),, trois ensembles particuliers : I’algébre de Lie
L, I’algébre de Jordan J et le groupe d’automorphismes G définis respectivement par

L= {LeXK™ :(Lz,y), =—(z,Ly),,} ={LeK”":L*=-L},
J= {SeKv™:(Sz,y), = (x.9),} ={SeK”"":5 =5},
G= {GecK™ :(Gx,Gy), = (x,9),} ={GeK™ . G" =G}

Les ensembles 1L et J sont des espaces vectoriels. Ils ne sont pas fermés pour la multipli-
cation mais le sont pour l'inversion : si A € S est inversible avec S = L ou S = J, alors
A~' € S. L’ensemble G muni de la multiplication forme un groupe de Lie.

Dans le reste du chapitre, nous nous concentrons sur les matrices structurées qui
appartiennent soit a une algébre de Lie, soit a une algebre de Jordan, soit & un groupe
d’automorphismes dont le produit scalaire est orthosymétrique, c’est-a-dire,

o M T (formes bilinéaires),
| BM*, |B] =1, (formes sesquilinéaires).

(Voir [135, Définition A.4] pour une liste de propriétés équivalentes.) Cela inclut par
exemple les matrices structurées listées dans la table 12.1, toutes étant issues d’'un pro-
duit scalaire orthosymétrique avec = 1. On remarque que les formes bilinéaires or-
thosymétriques sont soit symétriques soit anti-symétriques. On remarque aussi que les
formes sesquilinéaires orthosymétriques sont « assez proches » des formes hermitiennes :
en définissant la matrice hermitienne H = /3 M on obtient (z,y), = v/ (z,y),,, pour
tout x,y € C". Par conséquent, ’algébre de Lie de (-,-),, est identique a I’algébre de Lie

de (-, )y :
<any>H = _<I7Ly>H ~ \/B<any>1v1 = _\/B<x7Ly>M A <any>M = _<x7Ly>M :

De fagon similaire, les algébres de Jordan de (-, -),, et de (-,-),, sont aussi identiques. Par
conséquent, un résultat établi pour les formes sesquilinéaires se transposent immeédiate-
ment en un résultat correspondant pour les formes sesquilinéaires orthosymétriques.

Ainsi, & un multiple scalaire prés , il y a seulement trois types distincts de produits
scalaires orthosymeétriques : les formes bilinéaires symétriques et anti-symétriques et les
formes sesquilinéaires hermitiennes.

H

12.2.2 Reésultats auxiliaires

La caractérisation du conditionnement structuré et de ’erreur inverse structurée d’un
systéme linéaire dépend de la solution du probléme suivant : étant donnée une classe de
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matrices structurées S, pour quels vecteurs x,b existe-t-il une matrice A € S telle que
Az = b ? Mackey, Mackey et Tisseur [136] ont donné une solution a ce probléme quand
S est une algebre de Lie ou de Jordan d’un produit scalaire orthosymétrique.

Théoréme 12.1 (Existence, [136, Thm. 3.2]). Soit (-,-),, un produit scalaire orthosy-
métrique, et soit S 'algebre de Lie ou de Jordan correspondante. Alors pour toute paire
de vecteurs x, b € K" avec x # 0, il existe A € S tel que Ax = b si et seulement si les
conditions données dans la table ci-dessous sont satisfaites.

Forme bilinéaire J L
symétrique toujours (b,z),, =0
anti-symétrique (b,x),, =0 toujours
Forme sesquilinéaire J L
Hermitienne (b,x),, e R | (bx), € iR

Le lemme suivant montre que quand S est 1'algebre de Lie ou de Jordan d’un produit
scalaire orthosymétrique (-,-),, sur K", la multiplication & gauche par M envoie S sur
les ensembles Skew(K) et Sym(K) pour les formes bilinéaires et & un scalaire prés sur
Herm(C) pour les formes sesquilinéaires ot

Sym(K) = {AeK"": AT = A},
Skew(K) = {AeK"": AT = —A}, (12.2)
Herm(C) = {Ae C™": A" = A}

sont l'’ensemble des matrices symétriques et anti-symétriques sur K"*" et des matrices
Hermitiennes respectivement. C’est le résultat clé pour le traitement unifié du condition-
nement et de l'erreur inverse structuré dans le cadre des algeébres de Lie et de Jordan.

Lemme 12.1. Soit S une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-,-),,. Soit A € S tel que A* = JA avec § = +1.
— Pour une forme bilinéaire sur K*, (K = R, C) l'orthosymétrie signifie que M* =
eM avec € = %1 et alors

| Sym(K) if 6 =¢,
M-S = { Skew(K) if 6 #¢. (12.3)

— Pour une forme sesquilinéaire sur C", ['orthosymétrie signifie que M* = BM pour
un |G| =1 et alors

e BY2Herm(C)  si 6 = +1,
M= { 1 fY?Herm(C) i 6 = —1. (12.4)
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Démonstration. Pour les formes bilinéaires, on a
A€S &= A*=M"'ATM =0A < MA=35A"M.

En invoquant la propriété d’orthosymétrie, on a (M A)T = §(ATM)T = e§(MA) ce qui
prouve (12.3).
Pour les formes sesquilinéaires, un argument similaire au précédent montre que pour

tout A € S, BlmM A est soit Hermitienne ou anti-Hermitienne. Mais ’ensemble des
matrices anti-Hermitiennes est + Herm(C) si bien que (12.4) est vraie. |

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la table 12.1 et du théoréme 12.1.

Corollaire 12.1. Soit S une des classes de matrices Sym(K), Skew(K) ou Herm(C).
Alors pour toute paire de vecteurs x,b € K™ avec x # 0, il existe A € S tel que Ax = b si
et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

S ‘ Condition
Sym(K) aucune
Skew(K) | 'z =0
Herm(C) | b*z € R

Etant donnés z,b deux vecteurs de norme 1 (pour la norme 2), nous pouvons main-
tenant construire une matrice A appartenant a un des ensembles dans (12.2) telle que
Ar=bet ||Al|, =1, v=2,F.

Il y a une exception pour les matrices complexes symétriques et la norme 2 pour
laquelle nous ne sommes pas en mesure de construire une telle matrice A.

Lemme 12.2. Soit S un des ensemble Sym(K), Skew(K) ou Herm(C) et z,b € K" deux
vecteurs de norme 1 tels que la condition adéquate du corollaire 12.1 soit satisfaite.

(i) Il existe une matrice A € S telle que Ax =b et ||Allp = /2 — (7,b)2 < /2.
(17) SiS # Sym(C), il existe une matrice A € S telle que Az =b et ||Alls = 1.
(i13) Si S = Sym(C), il existe une matrice A € S telle que Ax =7 et ||Al]2 = 1.

Démonstration. (i) Si S = Sym(K) alors A = bz* + zbT — (b'x)7z* € Sym(K) est telle
que Az = b. Il est facile de montrer que trace(A*A) = 2 — [bTz|* < 2 puisque |bTx| < 1.

Quand S = Skew(K) le corollaire 12.1 nous dit que pour qu'il existe A € S envoyant
x sur b il faut 27b = 0. Un calcul simple montre alors que A = bz* — 7b" € Skew(K)
vérifie Az = b et |Allp = V2.

Si S = Herm(C), alors d’aprés le corollaire 12.1 nous devons avoir b*z € R. Par
conséquent A = bz* + zb* — (b*x)zz* € Herm(C) vérifie Ax = b et aussi trace(A*A) =
2 — [b*z|? < 2 puisque |[b*z| < 1.

(i) Si S = Sym(R), la réflexion (de Householder) A envoyant le vecteur réel x sur le
vecteur réel b est symétrique réelle et de norme 1 (pour la norme 2).

D’aprés le corollaire 12.1 il existe A € Skew(K) envoyant x sur b si et seulement si
bz =0 < 1T = 0. On en déduit qu’il existe une matrice unitaire @ satisfaisant
[Z,b] = Qle1, —es], ont ¢ dénote la k-iéme colonne de la matrice identité. Par conséquent,
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on vérifie facilement que A = Q(eed — e,el)QT satisfait AT = —A, Ax =bet |[|A]l = 1.
Quand z,b € R™, @) est orthogonale et alors A est anti-symétrique réelle.

Quand S = Herm(C) avec x # b il existe une unique réflexion unitaire A tel que
Az = b [134, Thm. 8.6]. De plus A = I 4+ yuu*, avec u = b —x et v = 1/(u*z). D’aprés
le corollaire 12.1, on a *b € R si bien que u*x = b*x — 1 € R\ {0}. Ainsi A € Herm(C)
et ||All2 = 1 puisque A est unitaire.

(iii) Soit H une réflexion unitaire de Householder envoyant T sur ||z|2e; € R™ et
posons U = H* si bien que U*T = ||z|jse; = UTz = Uz puisque ||z2e; est réel. Soit
A=UeefUT. Alors AT = A est symétrique complexe et

Az = Uerel (UTz) = U(||z|]2e1) = UU*T =T
On a aussi ||Alz = [[erel || = 1. [ |

Une borne un peu plus faible pour ||A||r avec A symétrique réelle est donnée dans |27,
Thm 3] pour K = R en utilisant une preuve constructive basée sur la factorisation QR
de [z, b]. Le résultat pour la norme 2 et A € Skew(R) est prouvé dans [172, Lem. 5.1].

12.3 Conditionnement structuré

12.3.1 Systémes linéaires

Soit S une classe de matrices structurées (qui n’est pas nécessairement J, L ou G).
On définit le conditionnement structuré du systéme linéaire Ax = b avec x # 0 par

A
cond(A,z;S) = hH(l] sup{% (A+ AA)(z+ Az) = b+ Ab, (12.5)
A+ B4 €S, |AA] < elal, s < ol
ol || - || est une norme matricielle arbitraire. Nous notons cond(A, z) = cond(A, z; K"*")

le conditionnement non structuré, ou ici n est la dimension de A. Nous avons clairement
cond(A, z;S) < cond(A, ).

Si cette inégalité n’est pas proche d’étre atteinte alors il se peut que cond(A, z) surestime
de maniére importante le pire effet des perturbations structurées.
Définissons pour A € S inversible et € K™ non nul,

{IIAlAAwll .

w(A,z;S) = lim sup :
A9 STl

e—0

IAA| < el Al A+AA€S}. (12.6)

Nous écrivons p(A, ) = p(A, z; K™") quand A + AA est non structurée et ¢o(A, ) ou
wr(A, z) pour spécifier si nous utilisons la norme 2 ou la norme de Frobenius dans (12.6).
De fagon similaire, conds et cond signifient que || || = || - |2 ou || - || = || - || dans (12.5).
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Le lemme suivant est utile pour la comparaison entre le conditionnement structuré et
non structuré des systémes linéaires.

Ce résultat est dit & Rump [172] et vaut pour toute classe de matrices structurées.
Les preuves dans [172, Thm. 3.2 et Thm. 3.3] pour K = R et la norme 2 s’étendent
trivialement A K =Ceet |- || = - |2 ou | - || -

Lemme 12.3. Soit A € K™*"™ une matrice inversible et x € K"\ {0}. Alors

o, (A, z;S)

mcomd”m’ ) < cond, (A, 7;S) < cond, (A, z), v=2,F.

et

]l ]l

A A1
cond, (A, z,S) =~ (gol,(A,x;S) I All. + | HVHbHQ) , v=21F

ou%gvgl.

o
La difficulté pour obtenir une expression explicite pour ¢(A, z;S) dans (12.6) dépend
fortement de la nature de S et de la norme matricielle |- || utilisée. Par exemple, quand ||- ||

est la norme de Frobenius ou la norme 2 et que les perturbations sont non structurées (c.-
a-d. S = K"*"), la borne supérieure dans (12.6) est atteinte pour AA = ¢|| A, yx*/||z]|2,

ou y est tel que |ly|la =1 et ||[A71y|l2 = [|[A7|]2. Cela nous donne la formule
p2(A, z) = op(A, z) = A7 |2]| 2] (12.7)
si bien que
A 2112

cond, (A, ) = ||A_1||2||A||,, + , v=201F

]|
Dans le reste de la section, nous nous intéressons a ¢(A, z;S) pour les matrices struc-
turées dans L., J ou G définies dans la section 12.2.1.

12.3.1.1 Algébres de Lie et de Jordan

D.J. Higham [32] a prouvé que pour la structure symétrique réelle,
cond, (A, z; Sym(R)) = cond,(A,z), v=2F

et récemment Rump [172] a montré que cette égalité était encore valide en norme 2 pour
les structures symétriques, persymétriques et anti-symétriques. Ce sont des exemples
d’algebres de Lie et de Jordan (voir la table 12.1). Nous étendons ces résultats a toutes
les algébres de Lie et de Jordan issues d’un produit scalaire orthosymétrique (-,-),, avec
M unitaire. Contrairement aux preuves de [172], nos preuves nécessitent de considérer
chaque algébre de maniére individuelle.

Théoréme 12.2. Soit S une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-,-),, sur K" avec M unitaire. Etant donnés A € S inversible et x # 0,
on a

ou(4, )

T SSOV(Aal‘vS) SQ)OV(AVIL‘% V:Q,F7
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et pour S tel que M-S # Sym(C),
wa(A, z;S) = pao( A, ).

Démonstration. Puisque les algébres de Lie et de Jordan sont des sous-espaces vectoriels
de K™ on peut écrire p(A, x,S) sous la forme

(A, z;S) =sup {|[AT'AAz|| : ||AA|| <1, AAeS}.

Pour un produit scalaire orthosymétrique (-,-),, avec M unitaire et pour toute norme

unitairement invariante, on a

o(A, x,S) = p(MA,z; M-S).

M

Puisqu’on a (12.7)
SOV(MA’Z‘;M' S) < SOV(MA"'E) = ”A_lH? HxH? - QOV(A,SL’), v=2F,

nous avons juste a montrer que pup, (MA,z; M-S) > ||A7|2 ||z|2 pour un > 1. Pour
cela, nous prouvons que pour un vecteur approprié v € K" de norme 1 (pour la norme 2)
tel que [[A7Y|o = [[(MA)7Y|s = [[(MA)  u|l,, il existe E € M-S vérifiant Ex = ||x||ou
et ||E||, < p. Ainsi,

AT 2llellz = (1M A) ullsll2llz = AT Exlly < ppy (MA,2; M- S).

Notons que d’aprés le lemme 12.1, M-S est un des ensembles suivants Sym(K), Skew (K)
ou Herm(C).

Sans perte de généralité, nous supposons maintenant que ||z||2 = 1. Si M-S = Sym(K),
le lemme 12.2 nous dit alors qu'il existe £ € Sym(K) tel que Ex = u et || E||, < p avec
p=1siK=R,v=2et u=+/2sinon.

Si maintenant M-S = Skew(K) alors A € S inversible implique que (MA)™! €
Skew (K). Or on sait que les valeurs singuliéres d’une matrice inversible réelle ou com-

plexe anti-symétrique ont des multiplicités paires [135, Thm. 8.4]. Ainsi il existe deux
vecteurs orthogonaux u; et uy de K™ tels que [[ui|ls = |lualla = 1 et ||[(MA) tuy| =
[(MA) uslly = [[(MA)™ly = ||[A7Y||2. Posons u € span{uy,us} vérifiant u’z = 0 et
|ulla = 1. Alors nécessairement, on a ||(MA)'uly = ||[(MA)~Y|5. D’aprés le lemme 12.2,

si ulz = 0, alors il existe £ € Skew(K) tel que Ex = u et ||E|, = p avec = 1 pour
VZQGtMZﬂpOUIV:F.

Pour finir si M-S = Herm(C), nous choisissons u telle que la contrainte u*z € R
soit satisfaite. Alors d’aprés le lemme 12.2, il existe £ € Herm(C) tel que Fz = u et
|E||l, < pavec =1 pour v =2 et u=+/2 pour v = F. [ |

La condition M-S # Sym(C) dans le théoréme 12.2 peut aussi se lire sous la forme :
S n’est pas l'algébre de Jordan d’une forme bilinéaire symétrique sur C”, ou S n’est
pas l'algébre de Lie d’une forme bilinéaire anti-symétrique sur C”. Des exemples de
matrices structurées pour lesquelles M-S # Sym(C) incluent par exemple les matrices
symétriques complexes, pseudo-symétriques complexes et J-symétriques complexes (voir
le tableau 12.1).

Du lemme 12.3 et du théoréme 12.2, on déduit le résultat suivant.
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Théoréme 12.3. Soit S ’algébre de Jordan ou de Lie associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-,-),, sur K" avec M unitaire. Soit A € S une matrice inversible et
x € K" avec x # 0. Alors

cond, (A, x;S) = v cond,(A,z), v=2F,
1
ot v =1 pour la norme 2 et M-S # Sym(C) et ﬁ <~ <1 sinon.

Le théoréme 12.3 montre que pour beaucoup d’algébres de Lie et de Jordan, la con-
trainte A + AA € S n’a peu ou pas d’effets sur le conditionnement.
12.3.1.2 Groupes d’automorphismes

Quand S est une variété lisse (voir par exemple [13, , | pour une introduction
aux variétés différentiables), le calcul de la borne supérieure (12.6) se simplifie en un
probléme d’optimisation sous contraintes linéaires.

Lemme 12.4. Soit S une variété lisse réelle ou complexe. Alors pour une matrice A € S
tversible, on a

(A, z;S) =sup {|AT'Ez| : ||E|| =1, E€TaS},
ot T4S est l’espace tangent en A a la variété S.

Démonstration. Soit E € TS avec ||E|| = 1. Par définition de 'espace tangent, il existe
une courbe lisse gg : (—¢,¢) — K™ vérifiant gp(0) = 0, gp(0) = E et A+ gg(t) €S
pour tout t. Nous avons

9r(1) _ Et+O(|tP)
im-———— = lim =F.
=0 [lge(t)|| =0 [[Et + O([t]?)]]
Ainsi,
A gp(t
fim 1A 902l
=0 ||gu(t)]

Cela implique que p(A,z;S) > sup{||[A'Ez|: ||E|| =1, E € T4S}. L'égalité vient
alors du fait que les courbes ggr forment un recouvrement dun voisinage ouvert de
AeS. |

Un groupe d’automorphismes G forme une variété lisse (et donc un groupe de Lie).
La différentielle de la fonction

F(A) = ATMA — M (formes bilinéaires)
| A*MA — M (formes sesquilinéaires)
en A € K™*" est donc l'application linéaire

J4(X) = ATM X + XTM A (formes bilinéaires)
A | A*MX 4+ X*MA (formes sesquilinéaires).
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L’espace tangent T)G en A € G coincide avec le noyau de cette différentielle,

TAG={X: JuX)=0}={AH: H* = -H}=A-1, (12.8)

ot L est l'algebre de Lie associée & (-, -),,
De la méme fagon que dans [33] et [115], on peut obtenir une expression explicite de
k(A, \;S) si I'on suppose que la norme || - || utilisée est la norme de Frobenius || - || ¢.

Ecrivons que
Exr = (I,® 27 )vec(ET),

ol ® est le produit de Kronecker et vec 'opérateur qui empile les colonnes de la matrice
en un seul vecteur [66, p. 180]. On remarque facilement que T4)G = A- L est un espace
vectoriel de dimension m < n?. Par conséquent, il existe une matrice B de taille n? x m
telle que pour tout £ € TG, il existe un parameétre vectoriel p tel que

vec(E) = Bp, [|El|[r = lIpll2- (12.9)

Toute matrice B satisfaisant ces propriétés est appelée une matrice modéle pour T)4S.
Puisque l'algébre de Lie IL dans (12.8) est indépendante de A, il est souvent plus simple
de construire explicitement une matrice modeéle L telle que pour tout H € L, il existe un
parameétre vectoriel ¢ avec

vec(H) = Lq, |[H||r = llgll2-

Pour obtenir une matrice modéle B pour A- L dans le sens de (12.9), on calcule une
décomposition QR (I ® A)L = BR, o les colonnes de B forment une base orthonormale

de I'espace engendré par les colonnes de L et R est une matrice triangulaire supérieure.
Alors,
vec(AH) = (I ® A)vec(H) = (I ® A)Lq = Bp,

oup=Rqet ||[AH||F = ||[vec(AH)||2 = ||p||2. Ainsi, d’aprés le lemme 12.4, on a
pr(A, 2;G) = sup{|[A" (I, @ ") Bpll2 : |Iplla =1,p € K"}.
C’est pourquoi, si K =R et B, x sont réels, alors
or(A,2,G) = A7 (I, @ 2" B (12.10)
Autrement, si K =R (p est réel) et B ou z sont complexes, alors

Re(A~\(I, ® «7)B)

er(A,z;G) = H Im(A~(1, © 27) B (12.11)

2

Ainsi d’aprés le lemme 12.3, nous avons, a un petit facteur prés, une expression directe-
ment calculable pour condp (A, z; G). La construction d’une matrice modéle B est rendue

plus facile quand (-, -),, est orthosymétrique (voir [115, Sec. 5.1]).
Un des inconvénients de la formule explicite pour ¢r(A, z;G) dans (12.10) ou (12.11)
est qu'il est difficile de la comparer avec pr(A,z) = ||[A7!2]|x|2. Cependant, quand

(-, )y est orthosymétrique avec M unitaire, on peut obtenir une borne inférieure pour
©(A, z;G) comme le montre le théoréme suivant.
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Théoréme 12.4. Soit G un groupe d’automorphismes associé a un produit scalaire or-
thosymétrique (-,-),, sur K" avec M wunitaire. Soient A € G et x € K" avec x # 0.
Alors

gp,,(A,:B)
Y < (A, 2;G) < ¢, (A4, ),
T, < P dmC) < euldo)

avecy=1siv=2ecty=1/V2siv=F.

Démonstration. Soit L I'algébre de Lie associée & (-, -),,. D’aprés le lemme 12.4 et (12.8),
on a

¢u(A,z;S) = sup{||[A7'Exz|>: |E|, =1, E€TaG},
= sup{||Hz|]2: ||[AH|, =1, H €L},
— sup {||f1x|\2 C|AM*H||, =1, H e ]E} ,

ot H = MH et d’apreés le lemme 12.1, L = M-S est un des ensembles Sym(K), Skew (K)
ou Herm(C). Soit u € K™ de norme 1 (pour la norme || - ||2) et satisfaisant la contrainte
2Ty = 0 si L = Skew(K) et u*z € R si L = Herm(C). D’apres la premicre partie
du lemme 12 2, il existe S € L tel que S(z/llz|) = u avec [|S]l2 < [[S]Fr < V2. Soit

— ¢S € L avec € > 0 tel que |AM*H||, = 1. Cela implique 1 = &[|[AM*S|, <
L ATLS1s < VBl Alls o bien e capres (15.7),

Izl eu(A )

ou(A,;6) 2 |[Hallo = €]le]lz 2 = -
V2l Al V2] AlLlIA,

Le lemme 12.3 et le théoréme 12.4 entrainent le résultat suivant.

Théoréme 12.5. Soit G un groupe d’automorphismes associé a un produit scalaire or-
thosymétrique (-,-),, sur K* avec M wunitaire. Soient A € G et x € K" avec x # 0.

Alors
cond, (A, )

Y _
[A[[2]| A=
oty =1/V2siv=2ety=1/2siv=F.

< cond, (A, z;G) < cond, (A4, z),

Le théoréme 12.5 montre que quand A est bien conditionnée, les nombres de condition-
nement structurés et non-structurés pour le systéme Axr = b sont quasiment les mémes.
Cependant, quand A est mal conditionnée, c.-a-d. k,(A) > 1, la borne inférieure n’est
pas fine.

12.3.2 Inversion de matrices

Soit S une classe de matrices structurées. Le conditionnement structuré pour le calcul
de I'inverse d’une matrice est défini par
[(A+AA)™ — A7

ellA=t]

K(A;S) = lig(l)sup{ s A+ AA €S, ||[AA] < 5||A||} (12.12)
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Quand AA n’est pas structurée, on écrit k(A) = k(A; K™*™). Pour la norme 2 et la norme
de Frobenius, k(A) est caractérisé par

_ JAlelA B

ka(A) = [All2| A7 |2, kr(A) 1AT]»

(12.13)
(Voir |87, Th. 6.4] pour v = 2 et [32] pour v = F.)

La encore, quand S est une variété lisse le supremum (12.6) se simplifie en un probléme
de minimisation avec contraintes linéaires.

Lemme 12.5. Soit S une variété lisse réelle ou complexe. Alors pour A € S inversible,
on a

K(A;S) = |||z|ﬂ|| sup{[|[ATAAATY : |AA| =1, AA € TS), (12.14)

ot T'4S est l’espace tangent en A.

Démonstration. Soit E € T4S avec ||E|| = 1. Comme dans la preuve du lemme 12.4, il
existe une courbe lisse gg : (—¢,¢) — K" vérifiant gg(0) = 0, ¢%(0) = E et A+gg(t) €
S pour tout ¢t. On a aussi

im _9e(l)_ =

=0 [|gu(t)|
Au vue de I'expansion

(A+AA)™ — A = —A'AAA + O(|AA)?),

on a

o A+ gp() = AT AT e A + O(lgs(t)])

=0 lge@)] (=0 lge@)

— AT BAY.
Cela implique que k(A;S) > n, ou n dénote la partie droite de 'équation (12.14). L’égalité
a lieu car les courbes gg forme un recouvrement d’un voisinage ouvert de A € S. |

Quand S est une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire, ’espace
tangent a S est S lui-méme : T4S = S. Si on se restreint & un produit scalaire (-, )y
orthosymétrique avec M unitaire, on a alors égalité entre le conditionnement structuré
et non structuré pour la norme 2 et la norme de Frobenius.

Théoréme 12.6. Soit S une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-,-),, sur K" avec M wunitaire. Pour une matrice A € S inversible, on a

ko(A;S) =k, (A), v=2F
Démonstration. D’aprés I'inégalité | ABC|, < ||All2]|Bll.||C||2, on a

ko (A;S) < AL IATHE/ AL = £ (A).
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Puisque M est unitaire, on a

A - -
5 (AS) = H'L UH sup{| A EA,  |Bll =1, B € M-§)

= /@,(A,S),

avec S = M-Set A= MA €S. D’aprés le lemme 12.1, lorthosymétrie de (-, )5, implique
que S est un des ensembles Sym(K), Skew(K) et Herm(C) si bien que nous devons juste
prouver que r,(4;S) > [|All,[|A~ H2/||A71]|, pour chacune de ces trois classes.
~ S = Sym(K). Considérons la factorisation de Takagi de A~! € Sym(K), A~! =
UXUT, ou U est unitaire et X = diag(cy,09,...,0,) avec 01 = 09 = -+ = 0, =
0 [09, Cor. 4.4.4]. Quand K = R, U est orthonormée et A1 = USUT est la
décomposition en valeurs singuliéres de A=, Posons E = Ue el U*.
- S= Skew(K). On considére I'analogue anti-symétrique de la factorisation de Takagi
(Problémes 25 et 26 dans |99, Sec. 4.4]). Puisque Al e SkeW(K), il existe une
matrice unitaire U telle que A 'L=UDU" avec D =Dy @ -+ @® Dy et

Dj:{o Zﬂ}, 0#£2€C, j=1:n/2

—Zj 0

Quand K = R, U est orthogonale. Supposons que les z; sont ordonnés de fagon a
ce que ol = |z1| = |2| = -+ = |z|. Posons alors E = yU(eiel — eyl )U* avec
y=1lsiv=2ety=1/V2siv=F.
- S= Herm(K).Posons E = Ueje;U* ou U est le facteur unitaire dans la décompo-
sition en valeurs singuliéres de A1,
Dans chaque cas, nous avons E € S, | E|, = 1 et ||A T EA™|, = omax (A2 = || A2
si bien que d’apres (12.14), k(A,S) > [|A|l|[A2/][ A7, [ ]

Quand S est un groupe d’automorphismes G associé & un produit scalaire, on peut
donner un expression calculable pour kp(A;G). Soit B une matrice modéle pour T4G =
A-L au sens de (12.9). On a alors

|AT EATY|p = |lvec(AT EATY) [l = (AT @ A)"'vee(E) |2 = (A" @ A)~'Bp|»

si bien que d’aprés (12.14),

VAl 4 o gyt
ke(A4;G) = AL, (A" ® A)7'B|.. (12.15)

On a k,(A) > 1. Il est en de méme pour k,(A, G) quand G est un groupe d’automor-
phismes associé & un produit scalaire orthosymétrique (-, ) avec M unitaire. En effet,
soient u,v € K" tels que A~ u = ||A7Y|ov avec |Julls = ||v]]2 = 1. Alors, d’apres (12.14)
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et (12.8),

A _
ka(A;G) = H|1|4_|1||2|2 sup{|[HA |5 : |AH|]» =1, H € L},

1Al2
A=
= [|All2p2(A, v; G).

> |A™ 2 sup{[| Hollz : |AH|l2 =1, H € L},

De plus d’aprés le théoréme 12.4, po(A,v; G) = 1/||A|2 si bien que 1 < k,(A4; G)
Il est clair que si A est bien conditionné, c.-a-d. x,(A) est petit, alors /<52(A, G)

ka(A).
(A)~

22 //\

12.3.3 Distance a la singularité

La distance structurée a la singularité d’une matrice est définie par
d(A;S) = min{s : JAA] <e||A]l, A+ AA singuliere, A+ AA € S}. (12.16)
D. J. Higham [$2] a montré que pour des perturbations symétriques,
3,(A;Sym(R)) = 0,(A), v=2F,

si bien que la contrainte AA = AAT n’a aucun effet sur la distance. C’est un cas particulier
d’un résultat plus général que voici.

Théoréme 12.7. Soit S une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-,-),, sur K" avec M unitaire. Soit A € S une matrice inversible. Alors

on a
1

0 (A;S) =70u(A) = W’

v=2F,

avec o =1etl1 <vp<V2siM-S= Skew(K) et vp = 1 sinon.

Démonstration. La distance relative a la singularité est égale a l'inverse du condition-
nement k(A) [87, p.111]. Il est clair que §,(A4;S) > 6,(A). Pour un produit scalaire
orthosymétrique (-, -),, sur K" avec M unitaire, nous avons

5,(A;S) = 6,(A,L),

avec A= MA et L = M - L est une des trois structures Sym(K), Skew (K) et Herm(K)
Sans perte de généralité, on peut supposer que HAHV = 1. Puisque (A + AA) =1+
A- 1AA) 1A= il nous suffit juste d’exhiber AA € S tel que I + A~'AA soit singuliére

et |AAl, < /[|A7Y||s. Cela est obtenu en prenant AA = —E /o (A™) ot E est la
matrice définie dans la preuve du théoréme 12.6. [ ]

On n’a pas besoin de considérer le cas S = G car tout élément A € G est inversible.
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12.4 Erreur inverse structurée

Quand on résout un systéme linéaire Az = b avec A € S C K"*", il est intéressant de
savoir si la solution calculée y est la solution d’un systéme proche structuré : il s’agit par
exemple de savoir si 'erreur inverse structurée

w(y,r,S) = min{||AA||: (A+AAy=0b, A+AAcS}
= min{[|[A4]: Ady=r, A+AA€S} (12.17)

est relativement petite. Ici r est le résidu r = b — Ay. Notons que dans (12.17), seule la
matrice A est perturbée. Nous étudierons un peu plus tard le cas ot A et b sont perturbés.

12.4.1 Cas particulier

Comme nous le verrons dans la prochaine sous-section, étudier le cas particulier de
lerreur inverse pu,(y,r;S) est essentiel avant de considérer le cas général ou a la fois A et
b sont perturbés. L’erreur inverse structurée pour une paire vecteur propre/valeur propre

(x,\) de A € S est définie par
fo(x, A;S) =min{||E], : (A+E)x=Xx, E€S}, v=2F

et est égale a p,(x,ry;S) avec ry = (M — A)z. Ainsi, une caractérisation explicite de
i, (y,r;S) entraine automatiquement une caractérisation explicite pour 'erreur inverse
du probléme de valeur propre/vecteur propre.

Notons E,pt la solution optimale définie par || Eopt|l, = 1o (y, 7;S). Pour des perturba-
tions non-structurées, on a

nxn T2
o) = ol K = 02 g
lyll2
et que By = ry*/(y*y). Pour les matrices réelles symétriques et pour la norme de
Frobenius, nous savons que [27], [85],
)2

1 y
pe(y,r,Sym(R)) = m\/ﬂlf\l% _{

Ty
yll3

et donc
pr(y,r) < pr(y, r,Sym(R)) < V2up(y,r).
Par conséquent, forcer les perturbations a rester symétriques n’a trés peu d’effets sur
la norme de la perturbation optimale. Nous montrons maintenant que ce résultat se
généralise aux matrices structurées considérées dans ce chapitre.
Quand S est une algébre de Lie ou de Jordan associée & un produit scalaire orthosy-
métrique (-, -),, avec M unitaire, il est facile de montrer que

1 (y,7,S) = m(y, 7, S), (12.18)

ot S = M-S, 7= Mret |l = ||r|l. Par conséquent, d’aprés (12.3) et (12.4) nous
n’avons qu’a étudier p,(y,r,S) pour S = Sym(K), Skew(K) et Herm(C).
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Lemme 12.6. Soient y,r € K" avec y # 0.
~ Pour S =Sym(K) = {4 e K™ : AT = A},

1 T 2 * — T
1Eopillr = 203 = YE avee By =TT (i P
lyll2 yll3 vy (y*y)

— Pour S = Skew(K) = {A e K" : AT = —A} et sirTy =0 alors

ry* — _TT
| Eoptllr = \/_H Tl avec  Eopy = %
Iy H vy
— Pour S = Herm(C) = {A € C™": = A} et sir*y € R alors
ry Yyt e Yy
[ Eoptllr = 2|7(15 - avec  Eopy = ————— — (I"y) 5.
' [lyll2 H ’ || H ' vy (y7y)?
Démonstration. Soit A(S) = {A € S: Ay = r}. Sous les conditions du corollaire 12.1,

ona A(S) # 0 et | Thm 3.5]

y/y*y for S = Sym(K) or Skew(K),
y/y*y for S = Herm(C),

si bien que w’y = 1 entraine

I A e o', W .
Aym() = (I B - Tsr - 2, s € sy}

_ [y =yt W Y o
A(Skew(R)) = { e Ul U y) S € Skew(K )}

I e e '/ oy oy erm
A(Herm(C)) = { o (r*y) ) + (1 y*y)S(I y*y)’ SeH (C)} :

Soit E € A(S) avec S = Sym(K), Skew(K) ou Herm(C). 1l est clair que E.p € A(S)
et [|[Eyll2 = || Eoptyll2 = ||7|l2 pour tout E. Soit v € K™ tel que y*v = 0. Alors pour
S = Sym(K) ou Skew(K)

[Eopevlls = (rT0)?, B0l = (r"0)* + (1 — yy")Svllz,

et quand S = Herm(C) nous avons des expressions similaires pour ||Eopv]|3 et ||Ev|l3
avec T replacé par *. On en déduit que || Eopv|l2 < ||Ev]|2 et d’apres la définition de la
norme de Frobenius (12.1), on a || Eopt||r < ||E||F pour tout £ € A(S). Un calcul simple
donne les expressions de || Eqpt || £ [ |

Soit E.p la solution optimale (solution définie par ||Eop|lr = pr(y,7:S)). Clest en
fait la solution du probléme de minimisation suivant

min || B[,
sous Fy —r =0, £ €8S.



172 Chapitre 12. Conditionnement structuré de problémes matriciels

La fonctionnelle E +— || Eypil|3 est coercive et strictement convexe. De plus, I'ensemble
des contraintes {FE : Ey —r = 0, E € S} est un ensemble convexe. Il s’en suit que la
solution du probléme existe et est unique.

Comme conséquence immédiate de (12.18) et du lemme 12.6, on obtient la caractéri-
sation suivante de pp(y,r;S).

Théoréme 12.8. Soit S une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-, -),, sur K" avec M unitaire. Soit A € S ety € K", y # 0 une solution
approchée de Ax =b. Siy et r :=b— Ay satisfont les conditions du théoréme 12.1 alors

2
(.75 S) = oz = L9l
Tols || || E

et autrement pp(y,r;S) = oo.

Comme [(y,7)y| < [[yll2l|Mrll2 = |lyll2llrll2 et p2(y, . S) < pr(y,r,S) on obtient la
borne suivante pour l'erreur inverse structurée p,(y,7;S).

Théoréme 12.9. Soit S une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-, -),, sur K" avec M unitaire. Soit A € S ety € K", y # 0 une solution
approchée de Az =b. Siy et r:= b— Ay satisfont les conditions du théoreme 12.1, alors

po(ysr) < gy 138) < V2 puly.r), v=2,F.
De plus, si S est telle que M-S = Skew(K) alors pup(y,7;S) = V2 ur(y,r).

Pour illustrer tout cela, la table 12.2 donne une expression explicite pour l’erreur
inverse structurée pour un certain nombre de classes de matrices structurées. On donne

aussi le ratio pur(y,r;S)/ur(y,r).

12.4.2 Cas général

Quand a la fois A et b sont perturbés, on définit ’erreur inverse structurée par

m,(y;S) = min{e: (A+AA)y=>b+Ab, AAE€S, (12.19)
[AA]L, <ellElly, |Abll <ellfll2}, v=2F

Pour des perturbations non-structurées, on a [387, Thm. 7.1]

m(y) = | L v=2F (12.20)

[Elllyllz + 1712

Pour E = Aet f = bdans (12.19), ,(y;S) est appelée I'erreur inverse structurée relative.

Il est difficile d’obtenir une expression explicite pour 7, (y; S). Quand S est une algébre
de Lie ou de Jordan d’un produit scalaire orthosymétrique, la contrainte AA € S impose
une contrainte supplémentaire sur la perturbation Ab. En effet, d’apreés le théoréme 12.1,
un tel AA € S existe si et seulement si y et r + Ab satisfont une certaine condition. Par
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TAB. 12.2 — Erreur inverse structurée pour un certain nombre de structures dérivant
d’algebres de Jordan J et de Lie L.

Algébre de Jordan J pwr(y,r;J) = pr(y,rd)/ pe(y,r)
Symétrique complexe lolls* /2113 — [Tl 1<p< Ve
Pseudo-symetrique complexe | lyllz*y/2I1 — 7Sy ar 2]z 1 <p<a
Persymétrique complexe ||y|\51\/2||r\|§ — [yT Rr|?|y|5 2 1<pu<v2
B Va7l p=v2
Hermitienne Hy||z_1\/2||7"|\§ = (yr)?llyllz” 1<p<v2
Pseudo-Hermitienne Il /2018 = 5" gm0l 1< u<VE
J-anti-Hermitienne ||y||2_1\/2||7"H§ — |y*Jr2|yll5 2 1<u<vV2

Algebre de Lie L pr(y,r; L) p=pr(y,ri L) /ey, r)
Anti-symétrique complexe V2yllz 7Nl w=2

Pseudo anti-symétrique complexe V2(yll3 il w=72
Per-anti-symétrique complexe V2yllz 7Nl w=?2
e & wllz" /2113 — [y Tr 2]yl 1<p<V2
Auti-Hermitienne Il /203 =l PPl L<p<ya
Pseudo anti-Hermitienne ||y||51\/2|\r||§ — |y 72 llyll5 2 1<u<vV2
J-Hermitienne lylls /2113 — Ly e 2l 1<u<y2

Ici, R = 0 —I,

1
’ lyzp,q:{lp O]ER"X”etJ:[O In}



174 Chapitre 12. Conditionnement structuré de problémes matriciels

exemple, si S est 'algébre de Lie associée a une forme bilinéaire symétrique sur K™ alors
Ab doit satisfaire (r+ Ab)Ty = 0. Mais heureusement, il y a encore un nombre important
d’algébres de Lie et de Jordan pour lesquelles aucune condition supplémentaire sur Ab
n’est requise (voir le théoréme 12.1 et la table 12.1 pour des exemples de telles structures).

Dans les cas ou y et r satisfont les conditions du théoréme 12.1, on obtient les bornes
suivantes pour l'erreur inverse structurée relative.

Théoréme 12.10. Soit S une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-,-),, sur K" avec M unitaire. Soit A € S ety € K", y # 0 une
solution approchée de Ax =b. Supposons que E = A et f =0b dans (12.19). Alors siy et
r:=b— Ay satisfont les conditions du théoreme 12.1, on a

m(y) < m(y;S) < 21\/_5—7;7”((3 (12.21)

Démonstration. D’aprés la définition de n,(y;S) et de wu,(y,r;S) et d’aprés le théo-

réme 12.9, on a

(7, Y5 S) (75 Y) 7|2
() < (S < 08S) _ el 909
( 12T, 2L~ VHELIT

Soit € = n,(y,r). Alors d’aprés (12.20), on a ||r]ls < e(||AllLl|yll2 + [|0]l2) avec ||b|l2 =
I(A+ AA)y — Ablly < (1+ ) Allu[lyll2 + £llbll2 ce qui entraine que [[b]lz < (1—&)'(1+
Al [yl Ainsi

2e
[r]l2 <
€

Ally
T 1Al llyll2

et 'equation (12.22) implique la borne d’erreur. |

Les inégalités (12.21) montrent que quand l'erreur inverse non structurée relative
n,(y) est petite, alors l'erreur inverse non structurée relative 7, (y;S) est aussi petite.
Néanmoins, il faut étre prudent dans 'interprétation des résultats du théoréeme 12.10.
La borne supérieure n’est valide que si u,(y,r;S) est finie, c.-a-d., si y et r satisfont les
conditions d’existence du théoréme 12.1. Par exemple, quand S est ’algébre de Jordan
associée a une forme bilinéaire symétrique ou bien 'algébre de Lie associée & une forme
bilinéaire anti-symétrique, alors les bornes sont toujours vraies. (12.21) C’est encore le
cas pour les structures symétriques, symétrique complexes, pseudo-symétriques, persy-
métrique, Hamiltoniennes et .J-symétriques complexes. Dans ces cas, résoudre un systéeme
linéaire avec un algorithme inverse-stable pour des perturbations non-structurées donne
une solution approchée avec une faible erreur inverse structurée.

12.4.3 Erreur inverse structurée particuliére

Dans cette sous-section, S est 'algébre de Jordan associée a une forme bilinéaire
symétrique sur R"™ ou bien 'algébre de Lie associée a une forme anti-symétrique sur R",
c-a-d., M-S = Sym(R). Des exemples de telles matrices incluent les matrices symétriques,
pseudo-symétriques, persymétrique et Hamiltoniennes.
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Quand a la fois A et b sont perturbés, on définit I'erreur inverse structurée comme
dans [187] par

nr(y,0;S) = min{||AA,0Ab||r: (A+AA)y=>b+Ab, AA €S}, 6>0. (12.23)

Le paramétre 6 permet une certaine flexibilité sur les mesures des perturbations. Par
exemple, quand 0 = ||Al|¢||b]|2,

1 .

(IIAAIIF HAbIIz)T
IAllF " [[b]]2

: (A+AA)y = b+Ab, AA € S}
2
donne une erreur inverse pour lesquelles les deux perturbations sont mesurées de maniére
relative et « normwise ».
Il est plus facile d’obtenir une expression explicite pour 7z (y, 0;S) que pour 1, (y;S).

Théoréme 12.11. Soit S une algébre de Lie ou de Jordan associée a un produit scalaire
orthosymétrique (-,-),, sur K" avec M wunitaire tel que M-S = Sym(R). Soit A € S et
y € K", y # 0 une solution approchée de Ax =b. Alors

l0.09) = |\/|| 13+ Pl ~ 7y

2+ 62|yl

et

Démonstration. Soit A(S):={E €S:FEy=r+ Ab}. On a
(7ir(y,6;S))> = min{||AA,0Ab|%: AAy=r+Ab, AAcS}

_ 2
= Jpin o min {IAA[7 + 6] Ab||5}

= i 02| Ab||3 i AA|3
i, {182 + min A4}

AbeR™
= min {0*[AD]5 + [ur(y,r + AbS)P*} = min f(Ab;S).

De plus, pp(y,r + Ab;S) = up(y, 7+ &); Sym(R)) avec 7 = Mr et Ab = MAb. Ainsi,
F(Ab;8) = 62| Abl[3 + pr(y, 7 + Ab; Sym(R)) = f(Ab; Sym(R).

Sun [187] a montré que le minimum de f (&), Sym(R)) sur Ab € R™ est atteint par

= Py =200+ 02ly[3)r
(2+ 67[lyl3) (1 + 6°[|y[13)

si bien que
02 (201 + 2y DIFI - 62" 7)?)
C+eTyIR){ + Iy
02 (201 + 2y D) 7113 — (0/0)*(y" Mr)?)
2+ IR + Pl

(e (y, 0;S))° =
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Un majorant pour 7r(y, 6;S) est obtenu en utilisant I'inégalité

0< [([lyll2ll7|l2)? = (y¥ Mr)?]

< < Irli3-
2+ |yl ’

12.5 Remarques et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que pour des structures dérivant d’algebres de
Lie ou de Jordan associées a un produit scalaire orthosymétrique, il y a peu ou pas
de différences entre le conditionnement structuré et non-structuré pour la résolution de
systémes linéaires et 'inversion de matrices ainsi que pour la distance a la singularité.
De plus, nous avons obtenu des bornes sur le ratio entre le conditionnement structuré et
non-structuré. Grace a la théorie des variétés lisses, nous avons obtenu une expression
calculable pour le conditionnement structuré des systémes linéaires et de 'inversion pour
des structures non-linéaires avec la norme de Frobenius.

Nous avons aussi considéré 'erreur inverse structurée a la fois pour les systémes li-
néaires et les problémes de valeurs propres. Nous avons obtenu des formules explicites et
des ratios avec le cas non-structuré.

Nous espérons avoir montré que les algébres de Lie et de Jordan sont un bon cadre pour
traiter de certaines matrices structurées et ainsi de généraliser les théorémes existants a
de nouvelles structures.

Un autre probléme intéressant d’optimisation est celui de trouver la matrice structurée
la plus proche d’un certaine matrice non-structurée A

ds(A) := min{||A — S| : S € S}.

Ce probléme est facile a résoudre quand S est une algébre de Lie ou de Jordan associée
a un produit scalaire orthosymétrique (-,-),, sur K" avec M unitaire et || - || est une
norme unitairement invariante. En effet, si (-, ), est orthosymétrique alors tout matrice
A € K™ peut s’écrire sous la forme

A4+ A% A— AF

A: ::A A
5 + 5 7+ AL

avec Ay € J et Ay, € L. Alors si S = J pour tout S € J (S = 5*), on a

M

1 1
1A= Al =14 = SIA =A% = SlI(A = 8) + (5% = A7)]

1 1
< SlA=SI+5lIs =AM < A= S]]

puisque M is unitaire et la norme unitairement invariante. Par conséquent, pour les

algebres de Jordan, dj(A) = 1||A — A*|| et de fagon similaire pour les algebres de Lie,

di(A) = %HA—l—A*H. Fan et Hoffman ont résolu ce probléme pour les matrices symétriques

[59] et plus récemment Cardoso, Kenney et Leite [35, Thm. 5.3] l'ont resolu pour les
algebres de Lie et de Jordan avec un produit scalaire (-,-),, pour lesquel MMT = T et

M? = +1. 1l s’agit de conditions plus fortes que les notre.



Conclusion et perspectives

Cette thése s’est articulée autour de méthodes et d’outils pour étudier la précision
et la stabilité d’algorithmes numériques. Nous avons classé nos contributions en trois
grandes catégories que nous allons développer maintenant.

1 Contributions

Evaluation polynomiale

Dans cette thése, nous nous sommes particuliérement intéressés a la notion d’analyse
d’erreur structurée. Il s’agit d’'un domaine récent et porteur. Notre contribution en al-
gébre polynomiale numérique a été de considérer les perturbations réelles de polyndémes
réels car auparavant seules des perturbations complexes indépendantes du type (réels
ou complexes) des coefficients des polynomes étaient étudiées. Notre analyse a montré
que pour le conditionnement, il y avait en général trés peu de différence mais que cette
différence pouvait devenir importante pour ’erreur inverse.

La précision du résultat d’un calcul en précision finie dépend de trois facteurs : le
conditionnement du probléme a résoudre, la stabilité de 1'algorithme numérique et la pré-
cision de I'arithmétique utilisée. Cette derniére est souvent ’arithmétique flottante binaire
IEEE 754 qui permet une précision maximale de l'ordre de 16 chiffres décimaux en for-
mat long (double précision). Cette précision n’est pas suffisante si on cherche une solution
précise de problémes mal conditionnés. Un certain nombre de solutions ont été proposées
pour permettre d’augmenter la précision de I’arithmétique utilisée comme par exemple les
« double-double ». Notre objectif a été de proposer une alternative aux « double-double »
qui soit a la fois performante, fiable et portable. Nous nous sommes plus particuliérement
intéressés a I’évaluation polynomiale par la méthode de Horner. Nous avons proposé un
algorithme rapide et précis; rapide au sens ou notre algorithme est deux fois plus rapide
qu’avec les « double-double », précis au sens ou le résultat est aussi précis que s’il avait
été calculé avec une précision double de la précision courante. Nous avons aussi proposé
une borne validée sur 'erreur commise durant 1’évaluation.

En utilisant les mémes techniques, nous avons proposé un algorithme rapide et robuste
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pour le calcul du prédicat géométrique ORIENT3D. Bien entendu, les mémes techniques
s’appliquent aisément pour les autres prédicats comme INCIRCLE et INSPHERE. Le prin-
cipal potentiel de notre algorithme est de fournir une méthode simple et efficace pour
augmenter la précision des variables critiques dans les algorithmes en géométrie algo-
rithmique. Les techniques que nous avons utilisées sont suffisamment simples pour étre
implémentées facilement sur n’importe quelle architecture.

Pseudozéros et applications

Contrairement a la notion de pseudospectre, les pseudozéros ont été trés peu étudiés.
Or nous nous sommes rendus compte qu’ils pouvaient étre utiles en théorie du controle
et en calcul formel. En théorie du controle, nous avons donné un algorithme permettant
de tester la stabilité d’un polynéme. Nous avons aussi programmé notre outil PSIP pour
tracer les pseudozéros d’un polynome d’intervalle, ce qui a aussi des applications en
controle [107]. En calcul formel, nous avons décrit un algorithme permettant de tester la
primalité approchée de deux polyndémes.

Pseudospectres et conditionnement matriciel

Les racines d’un polyndéme sont les valeurs propres de sa matrice compagnon. On
peut donc ramener un probléme polynomial & un probléme matriciel. La généralisation
des pseudozéros pour les matrices est le pseudospectre.

Nous avons introduit la notion de pseudospectre structuré, c’est a dire que nous au-
torisons seulement des perturbations conservant la structure de la matrice. Nous avons
montré que le pseudospectre et le pseudospectre structuré coincidaient pour les structures
classique de type Toeplitz, Hankel, circulante.

Pour ce qui est des systémes linéaires, nous nous sommes intéressés aux perturbations
de matrices provenant d’algébres de Lie et de Jordan. Ce formalisme, assez récent dans
son utilisation comme structure de perturbation, permet de généraliser des travaux plus
anciens a beaucoup de structures différentes. Ce cadre nous a permis en particulier de
généraliser des travaux de Rump [172] et Higham [32, 83].

2 Perspectives

Nous présentons succinctement ici les grands axes de nos travaux futurs.

Analyse d’erreur structurée

Les perspectives de ce travail sont multiples. D’un point de vue de I’analyse d’erreur
structurée, nous nous sommes intéressé a la résolution de systémes linéaires, au calcul
de I'inverse d’une matrice et a la recherche de valeurs propres. Il reste encore beaucoup
d’autres algorithmes & considérer comme par exemple le probléme de moindres carrés
et donc naturellement les problémes du calcul de l'inverse généralisé (aussi dit pseudo-
inverse) de Penrose-Moore.
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Pseudozéros certifiés et pseudozéros de polynémes généralisés

A T'heure actuelle, le tracé des pseudozéros n’est pas certifié. Il s’agit d’une lacune
importante. Néanmoins, I’analyse par intervalles et des algorithmes comme Sivia devraient
permettre de pouvoir certifier les tracés.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux pseudozéros de polynémes. Or
dans bon nombre d’applications, on voit apparaitre plutot ce qu’on appelle des polyndomes
généralisés [60]. Dans ce cas, les monémes ne sont plus de la forme 2' mais de la forme
e ou bien cos(iz). On peut généraliser la notion de pseudozéros a des tels polynomes
généralisés.

Amélioration de la précision

A T'heure actuelle est en train d’émerger un nouveau domaine, le GPGPU : General-
Purpose Computation Using Graphics Hardware. L’idée est d’utiliser la puissance des
unités flottantes des cartes graphiques actuelles qui sont souvent inexploitées. Le probléme
est que ces unités flottantes utilisent la représentation de la norme IEEE 754 pour la
simple précision (elles n’adhérent cependant pas au standard IEEE 754 pour les opérations
flottantes). Or pour les applications actuelles, la double précision s'impose. Nous pensons
pouvoir appliquer les méthodes d’augmentation de la précision pour pouvoir émuler la
double précision sur les cartes graphiques.

La premiére chose a faire serait de faire du raffinement itératif pour résoudre les
systémes linéaires sur GPU. En utilisant ’algorithme de sommation et de calcul de produit
scalaire d’Ogita, Rump et Oishi [153], on peut calculer le résidu en précision doublée en
utilisant seulement la simple précision. Il est encore bien connu [37] que 'algorithme
converge vers un résultat qui est aussi précis que s’il avait été calculé avec une précision

doublée.

On pourra bien siir généraliser cela a la méthode de Newton [190] en calculant le résidu
en précision doublée. Cela permettra de faire du raffinement itératif pour les problémes
de valeurs propres et de valeurs propres généralisées |37, 190)].

Certification numérique

Soit un systéme linéaire Ax = b, avec A € R"™" et b € R". La résolution numérique
en précision finie de ce systéme ne donne en général pas x mais une valeur approchée
Z. De nombreux articles [150), , , , | traitent du calcul d’une borne certifié
en précision finie pour ||z — Z||«. Il nous semble intéressant d’obtenir des résultats si-
milaires pour les racines de polynomes. Etant donné un polynome p a coefficients réels
ou complexes avec pour racines (z1,...,2,) et (z1,..., 2,), n racines approchées de p, on
aimerait pouvoir donner une borne certifiée en flottant qui majore max;—1., |z; — z;|. Des
travaux dans ce sens ont été fait sur les valeurs propres [155] mais il semble difficile de
les appliquer a la matrice compagnon et de revenir ensuite dans le cadre polynomial.
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Résumé :

Les travaux présentés dans cette thése portent sur la stabilité et la précision de certains
algorithmes numeériques. Les contributions de cette thése se situent a quatre niveaux : 1)
Amélioration de la précision : on propose un algorithme de Horner compensé qui calcule
un résultat avec la méme précision que s’il avait été calculé par le schéma de Horner
classique mais avec une précision interne doublée. 2) Applications des pseudozéros : on
propose des applications des pseudozéros en calcul formel (primalité approchée) et en
théorie du controle (rayon de stabilité et pseudoabscisse). 3) Prise en compte des pertur-
bations réelles : on donne des formules calculables pour le conditionnement réel et I’erreur
inverse réelle pour les problémes de I’évaluation polynomiale et le calcul de racines. Nous
montrons qu’il y a peu de différences entre le conditionnement réel et le conditionnement
classique. Néanmoins, nous montrons que l’erreur inverse réelle peut étre significativement
plus grande que Uerreur inverse classique. 4) Perturbations matricielles structurées : Nous
étudions la notion de pseudospectre structuré pour les matrices Toeplitz, circulantes et
Hankel. Nous montrons qu’il n’y a pas de différence entre le pseudospectre structuré et
le pseudospectre classique. Nous étudions aussi des conditionnements pour les systémes
linéaires et 'inversion matricielle pour des structures dérivant d’algébres de Lie et de
Jordan. Nous étudions pour quelles sous-classes de ces structures il n’y a pas ou peu de
différences entre les conditionnements structurés et non structurés.

Mots-clés :

Arithmétique des ordinateurs, analyse d’erreur, arithmétique d’intervalle, algébre linéaire
numérique, analyse numérique, calcul formel, algébre polynomiale numérique.

Abstract:

The results summarized in the document deal with the stabiliy and accuracy of some
numerical algorithms. The contributions of this work are divided into four levels : 1)
Improvement of the accuracy: we present a compensated Horner scheme that computes a
result as if computed in twice the working precision. 2) Applications of pseudozero set: we
propose some applications of pseudozeros in computer algebra (approximate coprimeness)
and in control theory (stability radius and pseudoabscissa). 3) Real perturbations: we
give computable formulas for the real condition number and real backward error for the
problem of polynomial evaluation and the computation of zeros. We show that there is
little difference between the real and complex condition numbers. On the contrary, we
show that the real backward error can be significantly larger than the complex one. 4)
Structured matrix perturbations: We study the notion of structured pseudospectra for
Toeplitz, Hankel and circulant matrices. We show for this structures there is no difference
between the structured and the unstructured pseudospectra. We also study structured
condition number for linear systems, inversions and distance to singularity for structures
deriving from Lie and Jordan algebras. We show that under mild assumptions there is
little or no difference between the structured and the unstructured condition numbers.

Keywords:

Computer arithmetic, rounding error analysis, interval arithmetic, numerical linear alge-
bra, numerical analysis, computer algebra, numerical polynomial algebra.
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