LE THEOREME DE CHEVALLEY-WARNING
par

Stef Graillat

Le théoreme de Chevalley-Warning donne une relation de congruence sur le nombre de
zéros communs d'un ensemble de polyndomes a plusieurs indéterminées sur un corps fini. Il
trouve donc naturellement sa place dans les lecons :

— 112 : Corps finis. Applications.

— 116 : Algebres des polynémes a n indéterminées (n > 2). Polyndmes symétriques.
La démonstration que nous donnons ici est tirée de [ , p-13]. On pourra aussi regarder
dans [ , p-30].

Soit K un corps fini, p sa caractéristique et g son cardinal (on a donc g = pd, d>1).

LEMME. — Soit m un entier > 0. La sommeS;, =) ,cx X" est égale a —1 si m > 1 et m divi-
sible par g — 1 elle est égale a 0 sinon.

Démonstration. — On convient que x° = 1 méme si x = 0.

Si m =0, alors tous les termes de la somme valent 1 d’'ou S,;, = g-1 = 0 car K est de caractéris-
tique p. Si m est > 1 et divisible par g — 1, on a pour x # 0, x" = 1. En effet, K* est un groupe
multiplicatif d’ordre g — 1 et donc pour x € K*, x9~! = 1. Or g — 1 divise m, donc il existe r € Z
tel que m = r(g—1) et x™ = (x9°1)" = 1" = 1 pour x # 0. On a par convention 0 = 0 donc
S;m=(g—1)-1=—1. Enfin, si m est > 1 et non divisible par g — 1, le fait que K* soit cyclique
d’ordre g — 1 montre qu'il existe y € K* tel que y” # 1 (En effet, si pour tout y € K*, on a
y™ =1 alors c’est vrai pour y un générateur de K*; y étant d’'ordre g — 1 on en déduit que
q -1 divise m ce qui est exclu.). Lapplication ¢ : K* — K*, x — yx est une bijection. Donc

Sy = Z XM= Z (yx)m: Z ymxm:ym Z xm:ymsm.

xeK* xeK* xeK* xeK*
D’ot (1 -y™)S,, =0 et donc S, = 0 car nous avions choisi y tel que y" # 1. O
THEOREME (Chevalley-Warning). — Soient Py, ..., P, une famille de polynomes appartenant
a K[Xy,...,Xy,] tels que Zgzl degP; < n et soit V l'ensemble de leurs zéros communs dans K",
V={xeK";Pi(x)=---=P,(x) =0}. OnacardV=0 (mod p).
Démonstration. — Notons P=T[;_, (1 - P?_l). Soit x € K". Si x € V alors P;(x) = 0 pour tout

i=1,...,retdonc P(x) = 1. Si maintenant x ¢ V, soit i tel que P;(x) # 0. Comme P;(x) € K*,
onaP;(x)77! =1etdoncP(x) = 0. Ainsi P est « la fonction caractéristique » de V. Notons pour
Qe KI[Xy,...,Xu], S(Q) =) yexn Q(x). On a alors S(P) =Y ey 1 =cardV (mod p). Il nous suffit
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donc de montrer que S(P) = 0. Pour ce faire, on écrit P = ¥ ,yenn ¢ X" ...X" Par définition,
ona

S(P)

YooY emx)"xy™ ou x=(xi,...,X,) €K”
xeK” meN"

Yoom Y o xgm

xeK” meN"
Y mSmy---Sm,-
meN”"
Lhypothese }__, degP; < n entraine que degP < n(q—1) car degP = (- 1) X.}_, degP;. Soit
m € N" avec ¢, # 0. Puisque degP < n(g—1),ona }.;_, m; < n(q—1); donc I'un au moins

des m; est < g—1. D’apres le lemme S, = 0 et par suite S(P) = 0. O
COROLLAIRE. — Si ZlledegPi < n et si les P; sont sans terme constant, les P; ont un zéro
commun non trivial.
Démonstration. — Comme les P; sont sans terme constant, 0 € V (ici 0 = (0,...,0)). SiV = {0}
alors cardV =1 et card V ne serait pas divisible par p. O
Le théoreme de Chevalley-Warning a été généralisé par Ax par le cas r = 1 dans | ] et
par Katz pour r quelconque dans [ ]. Leurs démonstrations sont plutét complexes. On
trouva dans [ ] une démonstration « plus simple » (mais toujours complexe).
THEOREME (Ax-Katz). — SoientP,,..., P, unefamille de polynomes appartenant aK[Xy,...,X;]
tels que ZgzldegPi < n et soit V l'ensemble de leurs zéros communs dans K", V = {x €
K" ;P1(x) =---=P,(x) =0}. Si b désigne le plus petit entier tel que
n- Y’ _,degP;
max degP; ’
i=1,..,r

alors cardV est divisible par q".

On peut montrer que ce résultat est optimal en ce sens que pour chaque n et pour tous
degrés (d,...,d;) il existe un ensemble de polynémes P;,...,P, de K[Xy,...,X;,] vérifiant
degP; = d; et telle que la plus grande puissance de g divisant cardV soit exactement g".
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