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Un constat simple
Le produit

Le produit de deux nombres réels de N chiffres de mantisse tient sur
2N chiffres de mantisse
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Un constat simple
Le produit

Le produit de deux nombres réels de N chiffres de mantisse tient sur
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Un constat simple

La somme

La somme de deux nombres réels de N chiffres de mantisse tient sur
2N chiffres de mantisse

N
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Apres dénormalisation
avec chevauchement, sans propagation de retenue jusqu’au bout
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Un constat simple

La somme

La somme de deux nombres réels de N chiffres de mantisse tient sur
2N chiffres de mantisse
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Apres dénormalisation
sans chevauchement ni continuité
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Un constat simple

La somme

La somme de deux nombres réels de N chiffres de mantisse tient sur
2N chiffres de mantisse

+ v —— ]

N N

Apres dénormalisation
sans chevauchement, mais avec continuité et propagation de retenue
jusqu’au bout

(arrondi au plus prés ou vers +oo)
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Un constat simple

Conclusion

Le produit et la somme de deux nombres flottants est la somme du
résultat flottant de I'opération et d’'un terme d’erreur flottant, sans
chevauchement
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simple de calculer ce terme d’erreur ?
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Le produit et la somme de deux nombres flottants est la somme du
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Les EFT (Error Free Transformations)

Intuition pour la somme : I'algorithme Fast TwoSum de Dekker (1971)
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Les EFT (Error Free Transformations)

Intuition pour la somme : I'algorithme Fast TwoSum de Dekker (1971)
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Vrai ? Dans quel mode d’arrondi ?

» Toujours vrai en arrondi au plus pres
» Dépend du signe de a et b pour les autres modes d’arrondi.
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Les EFT (Error Free Transformations)

Intuition pour la somme : I'algorithme Fast TwoSum de Dekker (1971)

I <
l////////. s=adb

—{f)a—s

Vrai ? Dans quel mode d’arrondi ?

» Toujours vrai en arrondi au plus pres
Algorithme Fast TwoSum de Dekker (1971)
Suppose que |a| > |b|

» Dépend du signe de a et b pour les autres modes d’arrondi.
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Les EFT (Error Free Transformations)
Lalgorithme TwoSum de Knuth (1969)

Référence : Theorem B, page 236, 3éme édition, tome 2

s+e=a+b
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Les EFT (Error Free Transformations)

Les algorithmes FastTwoSum et TwoSum

Avec la syntaxe MatLab

function [s,e¢] = FastTwoSum(a,b)
s=a®b la| > |b]
e=(aos)®b
function [s,e¢] = TwoSum(a,b)
s=a®b
a=s6b
b=soa

e=(aca)® (bob)

Co(t : 3 additions pour Fast TwoSum, 6 pour TwoSum



Les EFT (Error Free Transformations)

Intuition pour le produit
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Les EFT (Error Free Transformations)

Intuition pour le produit
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Les EFT (Error Free Transformations)

Intuition pour le produit
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e=uayp by — (((s —ay * by) — ar * by) — ay * by)
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Les EFT (Error Free Transformations)

Lalgorithme TwoProduct de Dekker (1971)

Avec la syntaxe MatLab

function [s,e] = TwoProduct(a,b)
s=a®b
l[am,ar] = Split (a)

[bH,bL] = Split (b)
e=a, b6 (((s©ag ®by) ©ar®by)©an by)

Co(t : 5 produits, 4 soustractions + le col(t des deux Split

Justement comment effectue-t-on le split ?



Les EFT (Error Free Transformations)

Couper les nombres en deux : Split

Non, ce n’est pas une opération de base fournie en assembleur !
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Les EFT (Error Free Transformations)
Lalgorithme split de Veltkamp (cité par Dekker 1971)

Avec la syntaxe MatLab

s = [n/2] $ Précalculé
f=12°+1) $ Précalculé

function [a;,q;] = Split(a)

c=f®a
ap=cS (cSa)
a=aoay

Co(t : 1 produit, 3 soustractions donc
l'algorithme TwoProduct a un co(t de 7 produits et 10 soustractions.
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Les EFT (Error Free Transformations)
Et si j’ai un FMA ?

FMA (Fused-Multiply-and-Add) FMA(a, b, c) = ab + ¢ avec un seul
arrondi final

Disponible sur PowerPC, ltanium et Cell

Ajouté a la norme IEEE en 2008, mais pas disponible
systématiquement

function (s,e¢) = TwoProductFMA (a,b)
s=a®b
e= FMA (a,b,—s)
FMA (a, b, —s) est'arrondi de ab — s, mais ab — s est un nombre

flottant donc FMA (a, b, —s) = ab — s
Marche quel que soit le mode d’arrondi

Codt : 1 produit, 1 FMA.



Existe-t-il d’autres EFT ?
Algorithme de division de Pichat et Vignes (1993)
Evidemment le quotient de deux nombres de » chiffres n’a pas une
longueur limitée, mais...

Avec
g=aobetrtelquea=bg+r

Pichat et Vignes ont montré que r est un flottant et donné un
algorithme pour le calculer

function [¢,r] = DivRem(a,b)
gq=aQb
[s,e] = TwoProduct (q,b)
r=(aos)oe

Evidemment calculer r est trivial si on a un FMA |
On peut s’en servir pour calculer plus de chiffres du quotient



Existe-t-il d’autres EFT ?

Algorithme de racine carrée de Markstein (1990)

Calcule r = fi(\/a) et e = a — r* de la méme fagon.

Utilisation

On peut obtenir davantage de chiffres de la racine :

en remplagant r par r + , on voudrait obtenir 0 = a — (r + r')?,
on développe 0 = e — 2r — 1> et on prend donc ' = e/2r

ce qui augmente la précision de I'approximation de +/a.
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Existe-t-il d’autres EFT ?

Lalgorithme pour le FMA (Boldo & Muller 2005)

Le résultat du FMA de 3 nombres de » chiffres est un nombre de 3n
chiffres

Il faut deux flottants sans chevauchement pour représenter 'erreur,
ce qui rend le résultat plus difficilement calculable et moins
visiblement utile
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Existe-t-il d’autres EFT ?

EFT de calcul d’'un déterminant pour la détermination du signe d’un
déterminant pour prédire la position d’'un point par rapport a une
surface. (Ozaki, Ogita & Oishi, 2012)
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Et alors ?

Oui c’est possible de calculer le terme d’erreur d’une
addition/soustraction ou d’une multiplication flottante

Mais c’est colteux, on multiplie le nombre d’opérations par un
facteur au moins 2

Le terme d’erreur est effectivement négligeable devant l'autre qui
donne l'ordre de grandeur du résultat

Alors qu’est-ce qu’on gagne a transformer la somme ou le
produit de deux nombres quelconques en une somme de deux
nombres sans chevauchement ? Cela en vaut-il la peine ?



Deux utilisations

» Tout d’abord au niveau de la seule opération concernée, cela
permet le calcul en soft sur deux fois plus de chiffres (utilisation
d’origine pour avoir des double avec des float : titre Dekker A
floating-point technique for extending the available precision) (cf.
These Louvet 3.4)

» Lorsque plusieurs opérations sont combinées pour obtenir un
résultat, les erreurs d’arrondi s’accumulent et on va exploiter
cette information supplémentaire pour compenser ces erreurs et
obtenir un résultat global de meilleure qualité numérique



La somme de » éléments

function [s]=Sum(x)
s = X1
for i=1:n—1
S =85Dxi+

end
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La somme de » éléments

function [s]=Sum(x)

s = X

S =85Dxi+
il end

o
om for i=1:n—1
T
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La somme de » éléments

function [s]=Sum (x)

S =X

for i=1:n—1
2l 5= 5D Xy

end
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X2

La somme de » éléments

S1

X3

€1

€2

function [s]=Sum(x)

s =X

for i=1:n—1
S =85Dxi+

end
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La somme de » éléments

X1
+ X2

S1 €1
+ X3

52 150

function [s]=Sum(x)
s = X1
for i=1:n-1
S =85D X+
end
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X1

X2

La somme de » éléments

51

X3

€1

$2

X4

€2

€3

function [s]=Sum(x)

S =X

for i=1:n-1
§=5® X

end
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X1

X2

S1

X3

52

X4

53

La somme de » éléments

function [s]=Sum2 (x)
S =X
for i=1:n—1
s, €] =TwoSum(s, xj+1)
end
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La somme de » éléments
Algorithme sum2 d’Ogita, Rump & Oishi (2005)

function [s]=Sum2 (x)
s =X
e=0
for i=1:n—1
[s,€i] =TwoSum(s, x;+1)
e=edDe¢g;
end
s=sDe
Cout : 7(n — 1) additions
Qualité du résultat : comme si on
avait fait le calcul en précision double de

la précision courante puis arrondi a la
précision courante.
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La somme de » éléments

Récursivement

function [s] = SunmK (x, K, n)

S =X
if K>1 then
for i=1:n—1
[s, €i] =TwoSum(s, xi+1)
end
s = s®SumK(e, K — 1,n—1)
else s = Sum(x)
end
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La somme de n éléments
Algorithme sumk d’Ogita, Rump & Oishi (2005)
Par raffinement itératif
function [x]=VecSum (x)
for i=2:n

[xi,xi—1] =TwoSum(x,-,x,-_1)
end

function [s]=SumK (K, x)

e - for k=1:K—-1
:__________: [x]=VecSum (x)
o | end

] K s =Sum (x)

Colt: (K—1) x (n—1) TwoSum et 1 Sum soit (6K — 5)(rn — 1) additions
Qualité du résultat : Comme si on calculait en précision K fois la précision
courante puis arrondissait a la précision courante.
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Le produit scalaire

function res=Dot (x,y)

s =x1 QY1
for i=1:n—-1

s =5 D (Xiy1 @ Yit1)
end

res==s
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Le produit scalaire

function res=Dot2 (x,y)
[s, e]l=TwoProduct(xy,y;)
for i=1:n—1
[pi, ex 1 =TwoProduct (X1, yit1)
[s,e4+]1=TwoSumn(s,p;)
end
res=s
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Le produit scalaire
L'algorithme Dot 2 d’Ogita, Rump & Oishi (2005)

function res=Dot2(x,y)

[s,e]=TwoProduct(xj,y;)

for i=1:n—1
[PisEx 1=TwoProduct (i1, yit+1)
[s,e4+]1=TwoSum(s,p;)
e=ed (e Pex)

end

res=sde

Colt : n TwoProduct, n — 1 TwoSum, 2n — 1 additions de base, soit
25n — 7 opérations

Qualité du résultat : comme si on avait fait le calcul en précision
double de la précision courante puis arrondi a la précision courante.



Le produit scalaire
L'algorithme Dotk d’Ogita, Rump & Oishi (2005)

function res=DotK(x,y)

[s, e1]1=TwoProduct(xi,y;)

for i=1:n—1
[pi, eil=TwoProduct (Xi+1,Yit+1)
[s, en—1+i] =TwoSum(s, p;)

end

ey — S

res=SumK(K — 1,e)

Colt : n TwoProduct, n — 1 TwoSum, 1 Sumk d’un vecteur de longueur 2n
pour K —1,s0it17n+6(n—1)+ (6(K—1)—5)2n—1) < (12K + I)n
opérations.

Qualité du résultat : comme si on calculait en précision K fois la précision
courante puis arrondissait a la précision courante.



L évaluation polynomiale avec I’algorithme de Horner
Algorithme de Louvet (2007), Graillat, Langlois & Louvet (2008)

function [res]=CompHorner(p,x)

function [res]=Horner(p,x) S ="Pn
§ = pn for i=n—1:—-1:0
for i—=n—1:-1:0 [#,ex]1=TwoProduct(s,x)
s=(s®x) ®p; [s, et ]1=TwoSumn(t,p;)
end e, =€cx P E4
res = s end

res =s ® Horner(e,x)
et on partage le split de x.
Colt : 1 split de x, nfois (1 TwoProduct avec un seul Split, 1 TwoSum,
1 addition), et pour Horner n tours de 2 opérations et enfin 1 addition finale,
douautotal : 4+ (13+ 6+ 1)n+2n+ 1 = 22n + 5 opérations.
Qualité du résultat : comme si on avait fait le calcul en précision double de
la précision courante puis arrondi a la précision courante.

Et bien sdr il y a un algorithme CompHornerK (Louvet 2007)
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La résolution de systeme triangulaire (inférieure)

function [x]=TRSV(A,b)

for k=1:n
X = (bi© Dot (Ag(1.k—1)> X[1.k-1])) @ Ark
end

(Louvet 2007) Deux fagons de produire un vecteur plus précis :

» transformer les opérations en EFT au fur et a mesure du calcul
et combiner les termes d’erreur successifs pour produire
directement une solution x plus précise.

» faire tout le calcul normalement et ensuite, par raffinement
itératif, calculer le résidu r = b — Ax en arithmétique compensée,
puis résoudre le systeme triangulaire(inférieur) Ae = r et rendre
x+e.

Les deux fagons sont équivalentes mais la seconde s’itere de fagon
naturelle.



Autres applications réelles

Travail de Ozaki, Ogita, Rump & Qishi (2011-2012) sur le produit de
matrices (EFT,intervalles,compensée ?)

Il est envisageable de transformer automatiquement un code
d’arithmeétique flottante utilisant + et x en un code d’arithmétique
compensée collectant les termes d’erreur et les combinant pour
améliorer le résultat flottant.

Cf. exposé Laurent Thévenoux



Et sur les complexes ?

Graillat & Ménissier-Morain (2007-2012)
En coordonnées cartésiennes

» EFT (TwoSumCplx, TwoProductCplx)
> Sum2CP1lx,Dot2Cplx,HornerCplx
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