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Une suite (disons, de nombres complexes) (un)n∈N est dite P-récursive (ou P-finie) si elle est
solution d’une récurrence linéaire dont les coefficients sont des polynômes en n :

ps(n)un+s+ ···+ p1(n) un+1+ p0(n)un=0.

Cette récurrence permet de calculer un pour tout n à partir d’un nombre fini de conditions initiales.
Ainsi, bien qu’une suite P-récursive comporte un nombre infini de termes, il est possible de la
représenter exactement : il suffit de donner la récurrence et les conditions initiales correspondantes.

Par exemple, la suite de Fibonacci (Fn)=(0,1,1,2,3,5,8, ...) est P-récursive puisqu’elle satisfait

Fn+2−Fn+1−Fn=0, F0=0, F1=1.

De même, la suite (n!)n∈N est P-récursive et peut être définie par la récurrence (n + 1)! =
(n+1) ·n! accompagnée de la condition initiale 0!=1. De très nombreuses autres suites classiques
qui apparaissent en combinatoire et dans divers autres domaines des mathématiques sont aussi
P-récursives.

Les suites P-récursives forment un anneau : on peut montrer que la somme (un + vn)n∈N

et le produit (un vn)n∈N de deux suites P-récursives (un)n∈N et (vn)n∈N sont encore des suites
P-récursives. Par exemple, la suite (wn)n∈N définie par wn=n! +Fn vérifie

n (n+2)wn+3− (n3+6n2+9n+3)wn+2+(n3+4n2+5n+3)wn+1+(n+3) (n+1)2wn=0.

De plus, à partir de représentations de (un)n∈N et (vn)n∈N par récurrence et conditions initiales,
on peut calculer automatiquement la récurrence somme ou produit et les conditions initiales cor-
respondantes.

L’objet de ce projet est de développer un module de calcul avec les suites P-récursives pour
SageMath (ou simplement Sage), un système de calcul formel libre écrit en langage Python utilisé
par des milliers de mathématiciens. Vous devrez dans un premier temps vous familiariser avec
les propriétés mathématiques des suites P-récursives et avec la programmation en Python dans
le cadre de Sage. Vous ajouterez ensuite à Sage un type d’objet « suite P-récursive » qui devra
rendre aussi naturels que possible pour l’utilisateur les calculs avec ces suites. Par exemple, si u et
v sont des objets de type « suite P-récursive », l’expression u + v devra calculer un objet « suite
P-récursive » représentant la somme des deux suites, u[42] devra calculer (aussi efficacement que
possible) le terme d’indice 42 de la suite (un)n∈N, etc. Vous pourrez vous appuyer pour cela sur la
bibliothèque Sage ore_algebra, qui fournit des implémentations de tous les algorithmes de base
nécessaires (comme le calcul d’une récurrence pour la somme à partir de deux récurrences).

Suivant son état d’avancement, le code développé pourra être soumis pour inclusion dans
SageMath à la fin du projet.

Ce stage demande une bonne connaissance du langage Python, et s’adresse en priorité à des
étudiants curieux de contribuer au développement d’un « gros » logiciel (le code source de Sage
fait plusieurs centaines de milliers de lignes).
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