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UPMC Le probléme

Ihll FARIS

@ Soit un intervalle [a, b], a < b.

Le probléeme

@ Soit une fonction définie et continue f : [a,b] x IR — IR.
@ Soient zy € [a,b] et yo € IR.

@ On cherche une fonction z : [a,b] — IR continue et dérivable telle
que :

{z’(az) = f(x,z(x)), Vx € |a,b]

z(xo) = Yo

Ce probleme est appelé probleme de CAUCHY.
La condition z(zg) = yo est appelée condition de CAUCHY
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UPMC Existence de la solution
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Définition  (Fonctions lipschitziennes)
Une fonction f : [a,0| xR — 1R

z,y —  f(z,y)
est dite lipschitzienne indépendamment de z et par rapport a y Si
3L € R tel que :

V(@,y,2) € [a, ] x R*  [f(z,y) = f(z,2)] < Lly—¢|
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Definition  (Fonctions lipschitziennes)
Une fonction f : [a,0| xR — 1R
z,y —  f(z,y)
est dite lipschitzienne indépendamment de x et par rapport a y Si
3L € R tel que :

V(@,y,2) € [a, ] x R*  [f(z,y) = f(z,2)] < Lly—¢|

Théoreme (CAUCHY-LIPSCHITZ)

Si f(x,y) est continue sur [a, b] x IR et lipschitzienne
indépendamment de = par rapport a y et si (zqg,y9) € |a,b] x IR
alors I'equation :

{z’(az) = f(z,2(x)), Yz € [a,b]

z(xo) = Yo

admet une solution unique sur |[a, b]
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U, MC Exemple
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{ Z'(r) = 01xxxz(x), Vr€la,b)
2(0) = 1
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{ Z'(x) = 0.1x2xxz(x),

2(0) = 1

Vz € |a,b]
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Principe

UPMC
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Pour résoudre :

|
~~
)

N
S
~—

{ J(z) =
z2(zo) = Yo

@ On connait z(xg) et 2’'(xo).
@ On choisit un pas h.

@ |l est alors possible d’obtenir une approximation de z(xo + h)
grace a la formule :

z(xg+h) =~ z(xo)+h x2(xg)
~ Yo+ h x f(xg,2(z0))

@ Onposex; =x9g+hety; =yo+ h x f(xo,2(xg)) et on itere
Q ...
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Avecunpasde 1
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Avec un pasde 0.5
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Avec un pasde 0.3

P lytech'Paris-UPMC - p. 7140



http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

U”PMC Exemple

Ihll FARIS

Avec un pasde 0.1
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Avec un pasde 0.05
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U”,MC Approximation
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Dans cet algorithme, on fait deux approximations :
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U”,MC Approximation

Ihll FARIS

Dans cet algorithme, on fait deux approximations :
@ On approche z par son développement limité a I'ordre 1

2(@r1) = z(xk+h)
~ z2(xz) + h X 2'(x)
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U”,MC Approximation
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Dans cet algorithme, on fait deux approximations :
@ On approche z par son développement limité a I'ordre 1

2(@r1) = z(xk+h)
~ z2(xz) + h X 2'(x)

@ De plus comme on ne connait pas z’(xj), on fait une deuxieme
approximation

f(zr, 2(zk))
f(zr, yx)

2 ()

12
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Dans cet algorithme, on fait deux approximations :
@ On approche z par son développement limité a I'ordre 1

2(@r1) = z(xk+h)
~ z2(xz) + h X 2'(x)

@ De plus comme on ne connait pas z’(xj), on fait une deuxieme
approximation

Z(xk) = flaw, z(z))
~  f(Tr,yK)

Cette approximation est permise car f(z,y) est lip-
schitzienne par rapport a y et indépendamment de
xr
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Dans cet algorithme, on fait deux approximations :
@ On approche z par son développement limité a I'ordre 1

2(@r1) = z(xk+h)
~ z2(xz) + h X 2'(x)

@ De plus comme on ne connait pas z’(xj), on fait une deuxieme
approximation

Z(xk) = flaw, z(z))
~  f(Tr,yK)

Cette approximation est permise car f(z,y) est lip-
schitzienne par rapport a y et indépendamment de

X
Ces deux approximations sont-elles toujours valides ?
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4 —_
3 + L'équation :
2(1) = 1
2T Z(x) = 12_\3%’3 + 152(x)
1 + a pour solution :
L0

z(x) = Va

0 I . I I .
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Exemple

L'équation :
{ 2(1) = 1

Z(x) = 12_3%13—#152(:1:)
a pour solution :

2z) = Vo
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En utilisant I'algorithme, on calcule la suite :

( rog = 1
X yo = 1
C Ykt1 = Ur+hX (12_32—? + 15yk>
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Ihll FARIS

En utilisant I'algorithme, on calcule la suite :

( rog = 1
X yo = 1
C Ykt1 = Ur+hX (12_\?}2—‘2’“ + 15yk>

Cela signifie qu’on approche z'(xx) par la valeur

1 — SOZEk 1
15 = 15 —
Wen + 15y W + 15(yx — /1)
ldéalement, vy, = /%, la valeur précédante se simplifie et donne
2 (xp) = ﬁ dont la solution est bien /.
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UPMC Pourquoi ?

Ihll FARIS

En utilisant I'algorithme, on calcule la suite :

( o — 1
\ yo = 1
\ yk—l—l — yk —|_ h X (12_32%1{: —|— 15yk> Pourquoi ?

Cela signifie qu’on approche z'(xx) par la valeur

1 — 3033k 1
15 = 15 —
Wen + 15y W + 15(yx — /1)
ldéalement, vy, = /%, la valeur précédante se simplifie et donne
2 (xp) = ﬁ dont la solution est bien /.

Malheureusement, comme y; n’est qu’une approximation de ,/x1,
cette petite erreur fait dévier la suite vers une autre solution de la

forme z(z) = \/x + Ael®®
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On peut tenter d’améliorer la méthode en améliorant
I'approximation de z(x, + h) = z(x,11). Par exemple, au lieu
d’utiliser

z(xpy1) =~ z(xg) +h x 2 (zg)
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On peut tenter d’améliorer la méthode en améliorant
I'approximation de z(x, + h) = z(x,11). Par exemple, au lieu
d’utiliser

z(xpy1) =~ z(xg) +h x 2 (zg)

on peut utiliser I'approximation au point milieu :

h
2(xpe1) =~ z(xg)+h x 2 (zp + 5)

qui est exacte si z est un polyndme de degreé 2.
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On peut tenter d’améliorer la méthode en améliorant
I'approximation de z(x, + h) = z(x,11). Par exemple, au lieu
d’utiliser

z(xpy1) =~ z(xg) +h x 2 (zg)
on peut utiliser I'approximation au point milieu :

h
2(xpe1) =~ z(xg)+h x 2 (zp + 5)

qui est exacte si z est un polyndme de degreé 2.
Pour calculer 2/ (z), + £) on utilise la méthode précédente :

h h

2z + 5) ~  f(xg + o Yk + gf(:vk,yk))
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Méthodes d'intégration a pas
séparés

Methodes d’intégration a pas separés
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U2 MOMéthodes d’'intégration a pas séparés
|

De maniere générale, on considere la double suite :

/

33(), yo dOnnéS M’étho'des d'intégration a pas
séparés
§ Tk+1 = Tp+h
C Yk+1 = Ykt h xo(Tr, Yk, h)

Les méthodes utilisant des suites de cette forme sont appelées
methodes d’intégration a pas séparés

P lytech'Paris-UPMC - p. 13/40
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U2 MOMéthodes d’'intégration a pas séparés
|

De maniere générale, on considere la double suite :

/

CEQ, yo dOnnéS M’étho'des d'intégration a pas
séparés
§ Tk+1 = Tp+h
C Yk+1 = Ykt h xo(Tr, Yk, h)

Les méthodes utilisant des suites de cette forme sont appelées
methodes d’intégration a pas séparés

@ Dans quel cas cela va-t-il fonctionner ?
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U2 MOMéthodes d’'intégration a pas séparés
|

De maniere générale, on considere la double suite :

/

CEQ, yo dOnnéS M’étho'des d'intégration a pas
séparés
\ Th41 = Tp+h
C Yk+1 = Ykt h xo(Tr, Yk, h)

Les méthodes utilisant des suites de cette forme sont appelées
methodes d’intégration a pas séparés

@ Dans quel cas cela va-t-il fonctionner ?

@ Qu’est-ce qu’'on appelle fonctionner ?
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De maniere générale, on considere la double suite :

( ,
CIZ‘Q, yo donneS M’étho'des d’intégration & pas
séparés
§ Tk+1 = Tp+h
C Yk+1 = Ykt h xo(Tr, Yk, h)

Les méthodes utilisant des suites de cette forme sont appelées
methodes d’intégration a pas séparés

@ Dans quel cas cela va-t-il fonctionner ?

@ Qu’est-ce qu’'on appelle fonctionner ?

ADans cette suite le terme x; a pour expression
rr = X0+ kh

On ne considere dans la suite que les valeurs de k
telles que z, € |a, b]
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Définition  Une méthode d’intégration a pas sépares définie par :
Ykr1 = Yk + ho(Te, Yk, h)
est dite convergente pour I'égquation
Z(x) = f(x,z(x)) T € [a, ]

avec la condition z(xg) = yo, xo € |a,b] et vérifiant les conditions du
theoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ Si

lim ma — z(x = 0
h—0 k t.q. wk}é[a,b] |yk ( k)l

ou z(z) est I'unique solution
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U”PMC Conditions de convergence
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U”PMC Conditions de convergence
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Pour que cela fonctionne il faut que l'itération utilisée ait un sens et
gue la solution obtenue tende vers z si h tend vers 0.

P lytech'Paris-UPMC - p. 15/40
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Pour que cela fonctionne il faut que l'itération utilisée ait un sens et
gue la solution obtenue tende vers z si h tend vers 0.
@ l'équation 2'(z) = ¢(z, z(x), h) doit avoir une solution donc

3L tel que Y(z, vy, z, h) € [a,b] x IR?

lo(z,y,h) —p(z,2,h)] < Lly—z|

P lytech'Paris-UPMC - p. 15/40
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UF'ITIC Conditions de convergence
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Pour que cela fonctionne il faut que l'itération utilisée ait un sens et
gue la solution obtenue tende vers z si h tend vers 0.
@ l'équation 2'(z) = ¢(z, z(x), h) doit avoir une solution donc

3L tel que Y(z, vy, z, h) € [a,b] x IR?

lo(z,y,h) —p(z,2,h)] < Lly—z|

@ La solution précedente doit tendre vers z si h — 0 donc il faut
que :

P lytech'Paris-UPMC - p. 15/40
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Pour que cela fonctionne il faut que l'itération utilisée ait un sens et
gue la solution obtenue tende vers z si h tend vers 0.
@ l'équation 2'(z) = ¢(z, z(x), h) doit avoir une solution donc

3L tel que Y(z, vy, z, h) € [a,b] x IR?

lo(z,y,h) —p(z,2,h)] < Lly—z|

@ La solution précedente doit tendre vers z si h — 0 donc il faut
que :
e VY(z,y) € |a,b] x IR,

o(r,y,0) = f(z,y)
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UF'ITIC Conditions de convergence

Ihll FARIS

Pour que cela fonctionne il faut que l'itération utilisée ait un sens et
gue la solution obtenue tende vers z si h tend vers 0.
@ l'équation 2'(z) = ¢(z, z(x), h) doit avoir une solution donc

3L tel que Y(z, vy, z, h) € [a,b] x IR?

lo(z,y,h) —p(z,2,h)] < Lly—z|

@ La solution précedente doit tendre vers z si h — 0 donc il faut
que :
e VY(z,y) € |a,b] x IR,

p(x,y,0) = f(z,y)
@ ¢(x,y,h) soit continue par rapport a (z,y, h)
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Definition  (Consistance) Une méthode d’intégration a pas
séparés définie par :

Yk+1 = yk+h90(33k,yk,h)

est dite consistante pour I'équation z'(x) = f(x, z(x)) x € |a,b]
Si ¢ est continue par rapport a (z,y, h) et si

V(z,y) € [a,b] xR ¢(z,y,0) = f(z,y)

P lytech'Paris-UPMC - p. 16/40
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UPMC Définitions

Ihll FARIS

Definition  (Consistance) Une méthode d’intégration a pas
séparés définie par :

Yk+1 = yk+h¢(xk>ykah)

est dite consistante pour I'équation z'(x) = f(x, z(x)) x € |a,b]
Si ¢ est continue par rapport a (z,y, h) et si

V(z,y) € [a,b] xR ¢(z,y,0) = f(z,y)

Definition  (Stabilité) Une meéthode d’intégration a pas separes
définie par :

Y+l = Yk + ho(Tk, yk, h)

est dite stable pour I'équation z/(x) = f(x, z(x)) avec x € |a, b]
siVH, 3L tel que Y(z,y, z, h) € [a,b] x R* x [0, H]

lo(x,y,h) —p(x,2,h)] < Lly—z
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UPMC Théoréme
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Theoreme
Une méthode d’intégration a pas séparés qui est consistante et
stable est convergente.

Théoreme
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UPMC Preuve

Ihll FARIS

Lemme Soit (u,)nen UNE Suite de réels positifs et soient
(A, B, h,r) quatre réels strictement positifs tels que :

Vn, u, < (1+ Ah)u,_1 + Bh"!

Alors

B((14+Ah)™ —1
Vn, un, < (14 Ah)"ug + ( +Ah) >hr

P lytech'Paris-UPMC - p. 18/40
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Ihll FARIS

Lemme Soit (u,)nen UNe suite de reels positifs et soient
(A, B, h,r) quatre réels strictement positifs tels que :

Vn, u, < (1+ Ah)u,_1 + Bh"!

Alors

B((14+Ah)™ —1
Vn, un, < (14 Ah)"ug + ( +Ah) >hr

La preuve se fait par récurrence sur n. Le lemme est vrai pour
n = 0, de plus

P lytech'Paris-UPMC
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Lemme Soit (u,)nen UNe suite de reels positifs et soient
(A, B, h,r) quatre réels strictement positifs tels que :

Vn, u, < (1+ Ah)u,_1 + Bh"!

Alors

B((14+Ah)™ —1
Vn, un, < (14 Ah)"ug + ( +Ah) )hr

La preuve se fait par récurrence sur n. Le lemme est vrai pour
n = 0, de plus

Upe1 < (14 Ah)u, + Bh™!
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U”PMC Preuve

Ihll FARIS

Lemme Soit (u,)nen UNe suite de reels positifs et soient
(A, B, h,r) quatre réels strictement positifs tels que :

Vn, u, < (1+ Ah)u,_1 + Bh"!

Alors

B((14+Ah)™ —1
Vn, un, < (14 Ah)"ug + ( +Ah) )hr

La preuve se fait par récurrence sur n. Le lemme est vrai pour
n = 0, de plus

Upe1 < (14 Ah)u, + Bh™!

\/‘N n—|—1_ _
< (1+Ah)n+1u0+B((1+Ah)A 1 Ah)hr
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U”PMC Preuve

Ihll FARIS

Lemme Soit (u,)nen UNe suite de reels positifs et soient

(A, B, h,r) quatre réels strictement positifs tels que :

Vn, u, < (1+ Ah)u,_1 + Bh"!

Alors

B((1+ AR)™ —1)
A

La preuve se fait par récurrence sur n. Le lemme est vrai pour
n = 0, de plus

Upr1 < (14 Ah)u, + Bh"’“\/_\v
B((1+Ah)" Tt —1—Ah)

< (14 Ah)"Hlyg + . h" + BALR"

h’l"

Vn, un, < (14 Ah)"ug +
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U”PMC Preuve

Ihll FARIS

Lemme Soit (u,)nen UNe suite de reels positifs et soient

(A, B, h,r) quatre réels strictement positifs tels que :

Vn, u, < (1+ Ah)u,_1 + Bh"!

Alors

B((1+ AR)™ —1)
A

La preuve se fait par récurrence sur n. Le lemme est vrai pour
n = 0, de plus

Upy1 < (14 Ah)u, + Bh™!

n+1_ 1
< (1—|—Ah)n+1U0—|— B((H‘Ah)A ! Ah)hr—l—B%hr

B ((1+ Ah)m+ — 1)
A

h’l"

Vn, un, < (14 Ah)"ug +

r

< (14 Ah)"Tlug +
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UPMC Preuve du théoréme - | -

Pour utiliser le lemme, on majore |yx11 — z(xk41)| €n fonction de |y, — z(xk)|
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UPMC Preuve du théoréme - | -

Pour utiliser le lemme, on majore |yx11 — z(xk41)| €n fonction de |y, — z(xk)|

Yk+1 — 2(zk11)] = |yk + ho(xk, yr, h) — 2(Tr41)]
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UPMC Preuve du théoréme - | -

Ihll FARIS

Pour utiliser le lemme, on majore |yx11 — z(xk41)| €n fonction de |y, — z(xk)|

= |yr + ho(zr, yr, h) — 2(Tp41)]

< yg — 2(zk)| + |2(xkt1) — 2(xk) + A (@K, 2(28))|
+ h|f(zg, 2(zk)) — ok, 2(28), h))
+ hl|o(zk, 2(zk), ) — (@K, Yr, 1))

Yk+1 — 2(Trt1)]
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UPMC Preuve du théoréme - | -

Pour utiliser le lemme, on majore |yx11 — z(xk41)| €n fonction de |y, — z(xk)|

= |yr + ho(zr, yr, h) — 2(Tp41)]

< Jyr — z(xk)| + |2(@k41) — 2(xk) + A (@K, 2(28))|
+ h|f(zg, 2(zk)) — ok, 2(28), h))
+ hl|o(zk, 2(zk), ) — (@K, Yr, 1))

Yk+1 — 2(Trt1)]

Comme z est dérivable et f est continue,
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UPMC Preuve du théoréme - | -

Pour utiliser le lemme, on majore |yx11 — z(xk41)| €n fonction de |y, — z(xk)|

= |yr + ho(zk, Yr, h) — 2(Try1)]

< Jyr — z(xk)| + |2(@k41) — 2(xk) + A (@K, 2(28))|
+ h|f(zr, 2(xk)) — (@K, 2(28), 1))
+ ho(zr, 2(xk), h) — o(Tk, Yr, 1))

Y1 — 2(Trt1)|

Comme z est dérivable et f est continue,
Ve, dJa > 0 tel que :

Vx € [xg,b],Vh € [0, a] 2(zpa1) — 2(xk) + hf(zg, 2(xg))|] < he
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UPMC Preuve du théoréme - | -

Pour utiliser le lemme, on majore |yx11 — z(xk41)| €n fonction de |y, — z(xk)|

Yer1 — 2(Zrr1)] = |ye + ho(Tr, Yk, h) — 2(Tr41))|

lyk — 2(xk)| + |2(@k41) — 2(xk) + A (@K, 2(28))|
+ | f(xk, 2(zk)) — (@K, 2(78), h)|
+ hlp(xg, 2(2k), h) — (T, Yi, 1))

VAN

Comme z est dérivable et f est continue,
Ve, dJa > 0 tel que :

Vx € [xg,b],Vh € [0, a] 2(zpa1) — 2(xk) + hf(zg, 2(xg))|] < he

Comme f et ¢ sont continues et que ¢(x,y,0) = f(x,y) (hyp. de consistance)

P lytech'Paris-UPMC - p. 19/40


http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UPMC Preuve du théoréme - | -

Pour utiliser le lemme, on majore |yx11 — z(xk41)| €n fonction de |y, — z(xk)|

Yer1 — 2(Zrr1)] = |ye + ho(Tr, Yk, h) — 2(Tr41))|

lyk — 2(xk)| + |2(@k41) — 2(xk) + A (@K, 2(28))|
+ | f(xk, 2(zk)) — (@K, 2(78), h)|
+ hlp(xg, 2(2k), h) — (T, Yi, 1))

VAN

Comme z est dérivable et f est continue,
Ve, dJa > 0 tel que :

Vx € [xg,b],Vh € [0, a] 2(zpa1) — 2(xk) + hf(zg, 2(xg))|] < he

Comme f et ¢ sont continues et que ¢(x,y,0) = f(x,y) (hyp. de consistance)
Ve,d0 > 0 tel que :

Vx € [xg,b],Vh € |0, 3] f(xg, z(xk)) — o(xk, 2(xk), h)| < €
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UPMC Preuve du théoreme - I -

Il nous faut encore majorer le terme h |p(xk, 2(xx), h) — (K, Yx, h)]
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U”PMC Preuve du théoreme - I

Ihll FARIS

Il nous faut encore majorer le terme h |p(xk, 2(xx), h) — (K, Yx, h)]
L'hypothese de stabilité nous dit que :
A > 0 tel que

V(:E,y,z,h) = [xOyb] X ]R2 X [07 1] ‘QO(CE,y, h) o QO(CE,Z,h)‘ < Aly o Z|
d’ou
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U”PMC Preuve du théoreme - I

Ihll FARIS

Il nous faut encore majorer le terme h |p(xk, 2(xx), h) — (K, Yx, h)]
L'hypothese de stabilité nous dit que :
A > 0 tel que

\V’(:Iz,y,z,h) = [Cﬁo,b] X ]R'2 X [07 1] ‘Sp(xalya h) o QO(CIZ,Z,h)‘ < Aly o Z|
d’ou
hle(@e, 2(wk), h) = o(k, ye, B)| < Ahlyr — 2(z))

Donc en prenant v = min(«, 3, 1), on obtient :
Ve,dy > 0 tel que Vh <~ :

k1 — 2(2k+1)] < (14 Ah) lyx — 2(xk)| + 2eh
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U”PMC Preuve du théoreme - I

Ihll FARIS

Il nous faut encore majorer le terme h |p(xk, 2(xx), h) — (K, Yx, h)]
L'hypothese de stabilité nous dit que :
A > 0 tel que

\V’(:Iz,y,z,h) = [xOyb] X ]R'2 X [07 1] ‘@(ajalya h) o QO(CIZ,Z,h)‘ < Aly o Z|
d’ou
hle(@e, 2(wk), h) = o(k, ye, B)| < Ahlyr — 2(z))

Donc en prenant v = min(«, 3, 1), on obtient :
Ve, 3y > 0 tel que Vh < v :
k1 — 2(2k+1)] < (14 Ah) lyx — 2(xk)| + 2eh

" 2¢ ((1 4+ Ah)F* —1
En utilisant le lemme Y1 — 2(zpr1)] < (( A) )
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UPMC Preuve du théoreme - Il -

(1+ Ah)F+l
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UPMC Preuve du théoréme - Il -

(1+ Ah)**1 dépend de k mais il peut étre majoré si h < 1

[(14+ An)Ht -1 < eArEFD —q
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UPMC Preuve du théoréme - Il -

(1+ Ah)**1 dépend de k mais il peut étre majoré si h < 1

(1+ AR)FH =1 < eAhl+D) 1 < gAl—aot]) g
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UPMC Preuve du théoréme - IlI -

(1+ Ah)**1 dépend de k mais il peut étre majoré si h < 1

’(1 _|_Ah)k-|—1 _ 1‘ < ARl 1 < pAb—zo+1) _ q

(eA(b—ZU()—I—]_) _ 1)

Finalement, si on pose M = i

Ve > 0, 3y > 0 tel que:

Vh € (0,7, — < M
0.7] k t.q. :glfi{he[a,b]‘yk 2] =
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UPMC Preuve du théoréme - IlI -

(1+ Ah)**1 dépend de k mais il peut étre majoré si h < 1

’(1 _|_Ah)k-|—1 _ 1‘ < ARl 1 < pAb—zo+1) _ q

(eA(b—ZU()—I—]_) _ 1)

Finalement, si on pose M = i

Ve > 0, 3y > 0 tel que:

Vh € (0,7, — < M
0.7] k t.q. :glfi{he[a,b]‘yk 2] =

C.Q.FD.
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U~Pm~C Ordre d'une méthode

Ihll FARIS

Pourguoi généraliser ?
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U~Pm~C Ordre d'une méthode

Ihll FARIS

Pourquoi généraliser ?
@ La preuve convient pour la premiere méthode proposée
p(z,y,h) = f(z,y)
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U~Pm~C Ordre d'une méthode

Ihll FARIS

Pourquoi généraliser ?

@ La preuve convient pour la premiere méthode proposée
p(z,y,h) = f(z,y)

@  peut étre construit de maniere a minimiser le terme d’erreur :

2(zhr1) = 2(2k) — hop(2k, 2(2k), h)|
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U~Pm~C Ordre d'une méthode

Ihll FARIS

Pourquoi généraliser ?

@ La preuve convient pour la premiere méthode proposée
p(z,y,h) = f(z,y)

@  peut étre construit de maniere a minimiser le terme d’erreur :

2(zhr1) = 2(2k) — hop(2k, 2(2k), h)|

Definition  Une méthode d’intégration a pas séparés caracterisée
par o est d’'ordre r si il existe une constante L indépendante de h

telle que :

Ordre d'une méthode

2(hr1) — 2(2k)

1max _ Tk, ,h S Lhr
kt.q. xx=x0+khe[a,b] h o(Tr, yi, h)
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U~Pm~C Ordre d'une méthode

Ihll FARIS

Pourquoi généraliser ?

@ La preuve convient pour la premiere méthode proposée
p(z,y,h) = f(z,y)

@  peut étre construit de maniere a minimiser le terme d’erreur :

2(zhr1) = 2(2k) — hop(2k, 2(2k), h)|

Définition  Une methode d’intégration a pas séparés caractérisee
par ¢ est d’'ordre r si il existe une constante L indépendante de h, | SSEEEEES
telle que :

max Z(:Ck—i_l) —~ z(xk) - Sp(xka Yk, h’) < Lh"

kt.q. xp=zx0+khE[a,b] h

Alors, si une méthode est d’'ordre r alors il existe une constante K
indépendante de h telle que :

max — z2(x < Kh"
kt.q.x €[a,b] |yk ( k)| o

La preuve est la méme que la précédente.
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UPMC

Ihll FARIS

Les méthodes

Les méthodes P ilytedl'Pans-UPMC - p. 23/40
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U~”MC Méthode d’E ULER

Ihll FARIS

C’est la méthode la plus simple :

oz, y,h) = f(z,y)

Méthode d’'EULER
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U~”MC Méthode d’E ULER

Ihll FARIS

C’est la méthode la plus simple :

oz, y,h) = f(z,y)

Par définition la méthode est
@ Consistante

Méthode d’'EULER
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U~”MC Méthode d’E ULER

Ihll FARIS

C’est la méthode la plus simple :

oz, y,h) = f(z,y)

Par définition la méthode est

@ Consistante
@ (p est continue car f est continue,
@ p(z,y,0) = f(z,y)

@ Stable

Méthode d’'EULER
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U~”MC Méthode d’E ULER

Ihll FARIS

C’est la méthode la plus simple :

oz, y,h) = f(z,y)

Par définition la méthode est

@ Consistante
@ (p est continue car f est continue,
e o(z,y,0) = f(z,y)

@ Stable
@ car f est lipschitzienne.

Méthode d’'EULER
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U~”MC Méthode d’E ULER

Ihll FARIS

C’est la méthode la plus simple :

oz, y,h) = f(z,y)

Par définition la méthode est

@ Consistante
@ (p est continue car f est continue,
e o(z,y,0) = f(z,y)

@ Stable
@ car f est lipschitzienne.

=La meéethode est convergente

Méthode d’'EULER
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UPmC Ordre de la méthode -

Si f est C, la méthode est d’ordre
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UPmC Ordre de la méthode -

Si f est C'!, la méthode est d’ordre 1
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UF’JTIC Ordre de la méthode -

Si f est C'!, la méthode est d’ordre 1
En effet, si f est C'! la solution z est C?
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U~PmcC Ordre de la méthode

Ihll FARIS

Si f est C, la méthode est d’ordre 1
En effet, si f est C'! la solution z est C?
Si on fait un développement a I'ordre 1 de z :

2(Xpy1) —2(xn) = 2(z,+h)—2(x,) = hf(z,, z2(z,)) + —=—2"(c)

avec c € [a, b].
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U”,MC Ordre de la méthode

Ihll FARIS

Si f est C!, la méthode est d’ordre 1
En effet, si f est C'! la solution z est C?
Si on fait un développement a I'ordre 1 de z :

2Tny1) = 2(xn) = 2(@n+h) = 2(zn) = hf(@n, 2(2n)) + 5-27(c)

avec c € |a, b|.
il existe M € R, m = max,c(qp) |2" ()] €t

2(Tna1) — 2(y) M
) 220 ofa,)

A
|
>
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

3 =
2 i
1
L0
0 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Fonction esin(™@)
solution de 0) = 0
Z'(x) = mcos(mx)z(x)

Avec un pas de
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

0 | | , ¢ ¢/l ¢ ¢ ¢ lec ¢ ¢ ¢
0 1 2 3 4 5 6
Fonction  ¢sin(™®)
. = 0
solution de #(0)
Z'(x) = mcos(mx)z(x)

Avec unpasde 0.3
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U”,MC Exemple

Ihll FARIS

3 -1
1/
1
L0
0 | | | | N
0 1 2 3 4 5 6
Fonction ¢5in(72)
solution de 20) = 0
Z'(x) = mcos(mx)z(x)

Avec unpasde 0.15
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U”,MC Exemple

Ihll FARIS

3 -1
‘\
2 T \\
\
1
L0
0 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Fonction ¢5in(72)
solution de 20) = 0
Z'(x) = mcos(mx)z(x)

Avec un pasde 0.06
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U”,MC Meéethode de H EUN

Ihll FARIS

On compligue un peu :

h
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U”,MC Méthode de H EUN

Ihll FARIS

On complique un peu :

h

o(r,y,h) = f(:v+§,y+gf(x,y))

La méthode est
@ Consistante
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U”,MC Méthode de H EUN

Ihll FARIS

On complique un peu :

o(r,y,h) = f(:v+ﬁ,y+gf(x,y))

2
La méthode est
@ Consistante
@ ¢ est continue car f est continue,
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U”,MC Méthode de H EUN

Ihll FARIS

On complique un peu :

@@wﬁ)==f(w+iy+gﬂ%w>

2
La méthode est
@ Consistante
@ ¢ est continue car f est continue,

e o(z,y,0) = f(x+0,y +0)
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UPMC

Ihll FARIS

@ Stable
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UPMC

Ihll FARIS

@ Stable

fle+2y+2f(zy)

|g0(:l},y,h)—g0(£€,2,h)| — —f (x—|—%,z+%f(x,z))
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UPMC

Ihll FARIS

@ Stable
si f est lipschitzienne

f(z+3.y+5f(y)
—flz+L4,24Lf(z,2))

Lly+ 5 f) === 5@

|§0(5B,y, h) _90(37727h)| — |

IA
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UPMC

Ihll FARIS

@ Stable
si f est lipschitzienne

f(x+%,y+%f(az,y))

|90(x7y7h)_90(x7z7h)| — _f (x+%7z—|—%f($,2))

h h

< L y+§f(x,y)—z—§f(1’az)
h h

< Lly-z+ Dpy) - 2
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UPMC

Ihll FARIS

@ Stable
si f est lipschitzienne

fla+2y+2Lf(zy) |

h h
< Ly+§f(x,y)—z—§f(:v,z)
h h
< Lly-z+ 2wy - L
h h
< Ly 2l + L3 fe) - e
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UPMC

Ihll FARIS

@ Stable
si f est lipschitzienne

fla+2y+2Lf(zy) |

< Lly+ S fwy) — 2 o f()
< Lly—2t 5 i@y) - 5 i@ 2)
< Lly—2+ L5 f@y) - 2f(2)
< L(1+Lg> y— 2|

P lytech'Paris-UPMC - p. 28/40



http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UPMC

Ihll FARIS

@ Stable
si f est lipschitzienne

fla+2y+2Lf(zy) |

h h
< Ly+§f(x,y)—z—§f(:n,z)
h h
< Lyt 2fay) - B
h h
< Lly—=z|+L §f(ﬂ?,y)—§f(flf72)

< L(1—|—Lg> y — 2|

=La meéethode est convergente
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U~PmcC Ordre de la méthode

Ihll FARIS

Si f est C?, la méthode de HEUN est d’ordre
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UPmC Ordre de la méthode -

Si f est C?, la méthode de HEUN est d’ordre 2

P lytech'Paris-UPMC - p. 29/40


http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

U~PmcC Ordre de la méthode

Ihll FARIS

Si f est C?, la méthode de HEUN est d’ordre 2
Si f est C? alors la solution z est C° et p(z,y, h) est C2.
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U~PmcC Ordre de la méthode

Ihll FARIS

Si f est C?, la méthode de HEUN est d’ordre 2
Si f est C? alors la solution z est C° et p(z,y, h) est C2.
En développant z a I'ordre 3,

Z(CIZ—I—h)—Z(CIZ) L / h 7 h2 7
- = z(x)+§z (:1:)—|—Fz (c1)

avec c; € [a, ).
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U”,MC Ordre de la méthode

Ihll FARIS

Si f est C?, la méthode de HEUN est d’ordre 2
Si f est C? alors la solution z est C° et p(z,y, h) est C2.
En développant z a I'ordre 3,

Z(CIZ + h) o Z(CIZ) - / h 7 h2 "
h = Z'(x)+ 5% (x) + G (c1)
avec c; € [a,b]. De plus comme 2'(z) = f(z, z(x)), alors :
o) = Gesta) + 5 (@) @
of of
= 5. (@ z(@)+ @—y(w, z2(x)) f(, 2(z))

P lytech'Paris-UPMC

- p. 29/40
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UPMC Ordre de la méthode -

Si f est C?, la méthode de HEUN est d’ordre 2
Si f est C? alors la solution z est C° et p(z,y, h) est C2.
En développant z a I'ordre 3,
z(x 4+ h) — z(x) h h?

h = 2'(x)+ 52"(:1:) + G (c1)

avec c; € [a,b]. De plus comme 2'(z) = f(z, z(x)), alors :

@) = (a,2@) + L, 2(2)) ()

Ox dy
— st + 5 2 (o 2(a)
pone AEN Dy B 0 e 4
gg—‘;(a:, 2(x)) f(z, 2(z)) + %2/’(61)
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UE’JTIC Ordre de convergence (suite) -

En faisant le développement de TAYLOR de ¢(x,y,h) al'ordre 2 en h — 0, on

obtient :
h2
p(x,y,h) = @(w,y,0)+h¢’(aﬁ,y,0)+790”(33,?;,62)

avec co € [0,1].
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U”,MC Ordre de convergence (suite) -

Ihll FARIS

En faisant le développement de TAYLOR de ¢(x,y,h) al'ordre 2 en h — 0, on

obtient :
h2
oz, y,h) = @(x,y,0) + he'(z,y,0) + 790”(:6,?;,02)
avec c; € [0,1]. Or,
, _1of h h flx,y)0f h h
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U”,MC Ordre de convergence (suite) -

Ihll FARIS

En faisant le développement de TAYLOR de ¢(x,y,h) al'ordre 2 en h — 0, on
obtient :
h2

o(z,y,h) = @(x,y,0)+h90’(x,y,0)+790 (z,y,c2)

avec c; € [0,1]. Or,

h h
dowh) = o (st gy fan) + TG0 (o1 Dk L)

Donc

0 h?
P h) = )+ 55 @)+ 3 @) + S @
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U?mC Ordre de convergence (fin) -

Donc: p(z,2(x),h) = 2'(z)+ g—gi (z,2(z)) +
hof h?
59y @ 2@ (@ 2(@) + 5" (@,2(2), c2)
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U~Pm~C Ordre de convergence (fin) -

Ihll FARIS

Donc: p(z,2(x),h) = 2'(z)+ g—g:{; (z,2(z)) +
hof h o,
5 ay (ZU, Z(SU))f(LU, Z(SIZ‘)) + 790 (:C’Z(:C)’C2)

Donc comme z,1 =z + h :

z(xp + h) — z(Tk)
h

—p(wr, 2(zk), h)| - <
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U”,MC Ordre de convergence (fin) -

Ihll FARIS

hof

Donc: p(z,2(x),h) = 2'(z)+ 29y (z,2(z)) +
hof e
5 ay (ZU, Z(SU))f(LU, Z(SIZ‘)) + 790 (:C’Z(:C)’C2)

Donc comme zy11 = xr + h:

h? h?
- Sp(wkv Z(Qﬁk), h) < Fzm(cl) + ?90//(33167 Z(:Ck)7 62)

z(xy + h) — z(xg)
h
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U~”MC Ordre de convergence (fin) -

Ihll FARIS

hof

Donc: p(z,2(x),h) = 2'(z)+ 29y (z,2(z)) +
hof e
5 ay (ZU, Z(ZU))f(LU, Z(SIZ‘)) + 790 (:IJ,Z(ZC),CQ)

Donc comme zy11 = xr + h:

Z(xk + h) _ Z(ajk) h? 111 h?

h B QO(ZUk, Z(:Ck)7 h)‘ < Fz (Cl) + ?spll(xk? Z(:Ck)7 C2)
2 1 " 1 1
< W2 (c1) + 59" (wr, 2(2p), c2)
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U~Pm~C Ordre de convergence (fin) -

Ihll FARIS

hof

Donc: p(z,2(x),h) = 2'(z)+ 29y (z,2(z)) +
hof e
5 ay (ZU, Z(ZU))f(LU, Z(ZU)) + 790 (:IJ,Z(ZI?),CQ)

Donc comme z,1 =z + h :

2(xp +h) — z(x B —h2
(2 })L (1) —Sp(wk,z(ack),h)‘ < FZW(Cl)ﬂL 5 0" (xk, 2(zk), c2)
< h2 } " 1 /"
< 6Z (01) + 290 (xkaz(xk)acQ)

Comme z est C? et ¢ est C?, on peut majorer 2" (c1) et " (x,y, c2) donc il
existe K tel que

2(xpy1) — 2(xg)
h

— (@k, 2(Tk), h)| < Kn°
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

Fonction eSin(m®)

Z'(x) = wcos(mx)z(x)

solution de {
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

3 4
1/
1

L0
0 I . I I I ===5

0 1 2 3 4 5 6

Fonction ¢*»(™®)
solution de 20) = 0
Z'(x) = wcos(mx)z(x)
EULER avec un pasde 0.15

P lytech'Paris-UPMC - p. 32/40
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

Fonction eSin(m®)

solution de {

Z'(x) = wcos(mx)z(x)

HEUN avec un pasde 0.3

P lytech'Paris-UPMC - p. 32/40
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= le Exemple

Ihll FARIS

Fonction ¢5n(7®)

solution de {,;((23 z ?Tcos(ﬁx)Z(iE)
0.15

HEUN avec un pas de

P :.,yte chfpaﬂ's_umc - p. 32/40
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UPMC

Ihll FARIS

méthodes de R UNGE-KUTTA

méthodes de RUNGE-KUTTA

P-lytech'Paris-UPMC

- p. 33/40
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U”PMC Schéma de Taylor

Ihll FARIS

Le principe des méthodes a pas sépares est de calculer

ki1 = Yk + o(Tk, Yk, h)

en choisissant ¢ de maniere a ce gue y; soit le plus proche
possible de z(xy).

Schéma de Taylor

P lytech'Paris-UPMC - p. 34/40
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U”,MC Schéma de Taylor

Ihll FARIS

Le principe des méthodes a pas sépares est de calculer

Yet1 = Yk + (T, Yy, h)

en choisissant ¢ de maniere a ce gue y; soit le plus proche
possible de z(xy).

Comme x,11 = xr + h une bonne meéethode est de choisir ¢ afin
d’annuler le plus de termes possibles dans le developpement de
TAYLOR de z(x + h)

Schéma de Taylor

2

z(x+h) = z(x)+h(x)+—==2"(2)+ -+ %z(”) (z) + O(R™)
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U”,MC Schéma de Taylor

Ihll FARIS

Le principe des méthodes a pas sépares est de calculer

Yk+1 = Yk +o(Tk, Yk, h)

en choisissant ¢ de maniere a ce gue y; soit le plus proche
possible de z(xy).

Comme x,11 = xr + h une bonne meéethode est de choisir ¢ afin
d’annuler le plus de termes possibles dans le developpement de
TAYLOR de z(x + h)

Schéma de Taylor

h2

z(x+h) = z(x)+h'(x)+ 72”(:1:) + o+ %z(”) (z) + O(h™t)

C’est possible puisque

Z(x) = flz,2(2))
of of

Z(z) = oz (02 (@) + 5o (@, 2(2)) [, 2(@))
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UPMC

Ihll FARIS

On peut par exemple choisir :

h? (of of
Ynt1 = Yn T hf(xnayn) + 9 (%(xnayn) + a—y(xnayn)f(xnayn)

Qui est d’ordre .

P lytech'Paris-UPMC - p. 35/40
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UPMC

Ihll FARIS

On peut par exemple choisir :

- h? (of of
Ynt1 = Yn T hf(xnayn) + 9 (%(xnayn) + a—y(xnayn)f(xnayn)

Qui est d’ordre 2.

P lytech'Paris-UPMC - p. 35/40
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UPMC

Ihll FARIS

On peut par exemple choisir :

h? (Of of
2

Ynt1 = Yn T hf(xnayn) + = %(xnayn) + a—y(xnayn)f(xnayn)

Qui est d’ordre 2.
Mais cela oblige & calculer 5 et 5Z.
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UPMC

Ihll FARIS

On peut par exemple choisir :

of

Ynt1 = Yn T hf(xnayn) + = %(xnayr) + a—y(xnayn>f(xnayn)

h? (Of
>

Qui est d’ordre 2.
Mais cela oblige & calculer 5 et 5Z.

Pour éviter de calculer ces deérivées partielles, on peut utiliser une
approximation :

P lytech'Paris-UPMC - p. 35/40
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UPMC

Ihll FARIS

On peut par exemple choisir :

of

Ynt1 = Yn T hf(xnayn> + = %(xnayn) + a—y(xnayn>f(xnayn)

h? (Of
2

Qui est d’ordre 2.

Mais cela oblige & calculer 5 et 5Z.

Pour éviter de calculer ces deérivées partielles, on peut utiliser une
approximation :

of

n h7 n) ny JIn
O () = f(@n +hyyn) = f(@n, yn)

h

P lytech'Paris-UPMC - p. 35/40
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UPMC

Ihll FARIS

On peut par exemple choisir :

h? (Of of

Ynt1 = Yn T hf(xnayn> + 9 (%(xnayn) + a—y(xnayn>f(xnayn)

Qui est d’ordre 2.
Mais cela oblige & calculer 5 et 5Z.

Pour éviter de calculer ces deérivées partielles, on peut utiliser une
approximation :

Au final, © sera de la forme :
90(337y7 h) — Cllf(ilf,y) —|—a2f(33—|—a3h,y—|—a4h)
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U”PMC Méthodes de R UNGE-KUTTA -

Ihll FARIS
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UPMC Meéethodes de R UNGE-KUTTA -

L'idée de RUNGE-KUTTA est d’utiliser le developpement de TAYLOR de
f(x 4+ ash, z(x) + a4h) pour identifier les valeurs des coefficients a1, as, as et
a,.
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U”,MC Meéethodes de R UNGE-KUTTA -

Ihll FARIS

L'idée de RUNGE-KUTTA est d’utiliser le developpement de TAYLOR de
f(x 4+ ash, z(x) + a4h) pour identifier les valeurs des coefficients a1, as, as et
a,.

of of
f(x+ash,z(x) +ash) = f(z,z(x))+ agh%(lﬁ, z(z)) + a4ha—y(az, z(x))

+0(h?)

P lytech'Paris-UPMC - p. 36/40
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U”,MC Meéethodes de R UNGE-KUTTA -

Ihll FARIS

L'idée de RUNGE-KUTTA est d’utiliser le developpement de TAYLOR de
f(x 4+ ash, z(x) + a4h) pour identifier les valeurs des coefficients a1, as, as et

a,.
of of
f(x 4+ ash, z(x) + ash) = f(z,z(x))+ agh%(x, z(z)) + a4ha—y(a:, z(x))
+O(h?)
en remplacant x par z,, et z(x) par z(z,,) cela donne
2 0f
Yn+tl = Yn T (al + a2)hf(xna yn) + azaszh %(ajna yn)
+asa h2g(w )
204 83] ns Yn
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Ihll FARIS

L'idée de RUNGE-KUTTA est d'utiliser le développement de TAYLOR de
f(x 4+ ash, z(x) + a4h) pour identifier les valeurs des coefficients a1, as, as et

a,.
of of
f(x 4+ ash, z(x) + ash) = f(z,z(x))+ agh%(x, z(z)) + a4ha—y(a:, z(x))
+0(h?)
en remplacant x par z,, et z(x) par z(z,,) cela donne
2 0f
Yn+1 = Yn + (al + a2)hf(xna yn) + agaszh %(ajna yn)
+asa h2g(w )
204 83] ny Yn
Qu’il faut comparer a
) h? of f(@n, yn)h? Of
Yn+1 — Yn + hf(wna yn) + ?%(wna yn) + 9 ay (mna yn)

P lytech'Paris-UPMC - p. 36/40
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U~PMC Méthodes de R UNGE-KUTTA (suite)

Ihll FARIS

En identifiant terme a terme les deux itérations :

)
a; +as =

asza3z =

_/\\

o0y — (wnyyn)

\

Méthodes de RUNGE-KUTTA
(suite)
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http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

U”PMC Méthodes de R UNGE-KUTTA (suite)

Ihll FARIS

En identifiant terme a terme les deux itérations :

)
a; +as =

asza3z =

_/\\

o0y — (wnyyn)

on peut ChOlSlr Méthodes de RUNGE-KUTTA

(suite)

Q@ a; =ag = %, az =1 etas = f(Tn,yn)
C’est la méthode d’EULER modifiée
f(z,y)

pl,oh) = DY D f G by hf ()

P lytech'Paris-UPMC - p. 37/40
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U”PMC Méthodes de R UNGE-KUTTA (suite)

Ihll FARIS

En identifiant terme a terme les deux itérations :

)
a; +as =

asza3z =

N\

a4 =

Méthodes de RUNGE-KUTTA

on peut choisir : (it

Q@ a; =ag = %, az =1 etas = f(Tn,yn)
C’est la méthode d’EULER modifiée

o) = TED L f et byt b))

Q_alzo,ag:l,ag:%etm:w.
C’est la méthode de HEUN

h

o(z,y,h) = f (:v+ 5yt gf(:vn,yn))
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U”PMC Méthodes de R UNGE-KUTTA (suite)

Ihll FARIS

En identifiant terme a terme les deux itérations :

)
a; +as =

as2a3 —

N\

a4 =

Méthodes de RUNGE-KUTTA

on peut choisir : (it

Q@ a; =ag = %, az =1 etas = f(Tn,yn)
C’est la méthode d’EULER modifiée

o) = TED L f et byt b))

Q_alzo,a2:1,a3:%eta4:w.
C’est la méthode de HEUN

h

o(z,y,h) = f (:13+ 5yt gf(:vn,yn))

Par définition ces méthodes sont d’ordre
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U”PMC Méthodes de R UNGE-KUTTA (suite)

Ihll FARIS

En identifiant terme a terme les deux itérations :

)
a; +as =

as2a3 —

N\

a4 =

Méthodes de RUNGE-KUTTA

on peut choisir : (it

Q@ a; =ag = %, az =1 etas = f(Tn,yn)
C’est la méthode d’EULER modifiée

o) = TED L f et byt b))

Q_alzo,ag:l,ag:%etm:w.
C’est la méthode de HEUN

h

o(z,y,h) = f (:13+ 5yt gf(:vn,yn))

Par définition ces méthodes sont d’ordre 2
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U”RLMC Méthode de R UNGE-KUTTA

Ihll FARIS

En poursuivant le méme raisonnement a partir du developpement
de TAYLOR, d’'ordre 5 on obtient la méthode de RUNGE-KUTTA
d’ordre

P :lytech'Faris-UPMC - p. 38/40
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U~”,MC Méthode de R UNGE-KUTTA d’ordre 4

Ihll FARIS

En poursuivant le méme raisonnement a partir du developpement
de TAYLOR, d’'ordre 5 on obtient la méthode de RUNGE-KUTTA
d’ordre 4 :

f

P lytech'Paris-UPMC - p. 38/40
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U~”,MC Méthode de R UNGE-KUTTA d’ordre 4

Ihll FARIS

En poursuivant le méme raisonnement a partir du developpement
de TAYLOR, d’'ordre 5 on obtient la méthode de RUNGE-KUTTA
d’ordre 4 :

f

kl hf(xn7yn)

P lytech'Paris-UPMC - p. 38/40
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U~”,MC Méthode de R UNGE-KUTTA d’ordre 4

Ihll FARIS

En poursuivant le méme raisonnement a partir du developpement
de TAYLOR, d’'ordre 5 on obtient la méthode de RUNGE-KUTTA

d’'ordre 4 :
( xn—|—1 — In _|_ h
kl — hf(xna yn)
ky = hf(xn—i_%)yn_'_%)

P lytech'Paris-UPMC - p. 38/40
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U~”,MC Méthode de R UNGE-KUTTA d’ordre 4

Ihll FARIS

En poursuivant le méme raisonnement a partir du developpement
de TAYLOR, d’'ordre 5 on obtient la méthode de RUNGE-KUTTA

d’ordre 4 :
( xn—|—1 — Ln + h
kl — hf(xnayn)
\
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U~”LMC Méthode de R UNGE-KUTTA d’ordre

Ihll FARIS

En poursuivant le méme raisonnement a partir du developpement
de TAYLOR, d’'ordre 5 on obtient la méthode de RUNGE-KUTTA

d’ordre 4
( Tpni1 = Tp+h
ki = hf(xnayn)

) ko = hf(an 2>yn + %)
ks = hf(@n+5,yn+ %)
ks, = hf(xp+h,yn + k3)

\

P lytech'Paris-UPMC - p. 38/40



http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

U~”,MC Méthode de R UNGE-KUTTA d’ordre 4

Ihll FARIS

En poursuivant le méme raisonnement a partir du developpement
de TAYLOR, d’'ordre 5 on obtient la méthode de RUNGE-KUTTA

d’ordre 4
( LIn+1 — In + h
ki = hf(zn,Yn)
; ke = hf(z,+ 2y, +5)
ks = hf(fﬂn+%,yn+’“2—2)
]C4 = hf(il?n + h, Yn + k’g)
C Ynt1 = Yn + (k1 + 2ko + 2ks + ky)

P lytech'Paris-UPMC - p. 38/40
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

3 =
2 i
1
L0
0 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Fonction eSin(re)
solution de 20) = 0
Z'(x) = mcos(mx)z(x)
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

Fonction esin(re)
solution de 0) =0

Z'(x) = mcos(mx)z(x)
HEUN avec un pas de 0.5
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

3 4
2 -4
1
L0
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0 1 2 3 4 5 6
Fonction esin(re)
solution de 0) =0
Z'(x) = mcos(mx)z(x)
RUNGE-KUTTA avec un pas de 0.5
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

3 4
2 -4
1
L0
0 I . I I I .
0 1 2 3 4 5 6
Fonction esin(re)
solution de 0) =0
Z'(x) = mcos(mx)z(x)
RUNGE-KUTTA avec un pas de 0.3
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UPMC Conclusion

Ihll FARIS

Pour calculer la solution d’'une équation differentielle :

@ On discrétise le probleme en choisissant un pas h.
@ On calcule une suite de points proches de la solution.

@ Entre ces points, on peut faire une interpolation.

Il y a d’autres meéthodes d’intégration

Conclusion

@ A pas multiples

@ Qui utilisent des suites récurrentes d’ordre > 1
@ ADAMS-BASHFORTH, ADAMS-MOULTON

@ Cela permet d’éviter de calculer f plusieurs fois
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