Ihll FARIS

Résolution de systemes linéaires : Méthodes
directes
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UPMC Rappels mathématiques

Ihll FARIS

Soit a résoudre le systeme linéaire

Ax = 0.

A€ M,(IR) :matrice carrée de dimensionn x n
x,be IR" . vecteurs de dimension n.
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U~”MC Rappels mathématiques

Ihll FARIS

Soit a résoudre le systeme linéaire

Ax = 0.

Rappels mathématiques

A€ M,(IR) :matrice carrée de dimensionn x n
x,be IR" . vecteurs de dimension n.

CNS d’existence de la solution :
Le systeme Ax = b a une solution unique si et seulement si son
determinant est non nul.
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U~”MC Rappels mathématiques

Ihll FARIS

Soit a résoudre le systeme linéaire

Ax = 0.

Rappels mathématiques

A€ M,(IR) :matrice carrée de dimensionn x n
x,be IR" . vecteurs de dimension n.

CNS d’existence de la solution :
Le systeme Ax = b a une solution unique si et seulement si son
determinant est non nul.

Si le déterminant est nul :
= Sib € Im(A) le systeme a une infinité de solutions
= Sib e IR" — Im(A) le systtme n’a pas de solution
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UPMC Exemples

Ihll FARIS

Exemple 1 :
2331 + 3332 p— 5 Exemples
4&31 — 3&32 =1
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UPMC Exemples

Ihll FARIS

Exemple 1 :
2331 + 3332 p— 5 Exemples
4331 — 3332 =1

Le déterminant vaut D = —18, le systeme a une solution unique
r1 — 1,332 =1
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UPMC Exemples

Ihll FARIS

Exemple 1 :
23:.1 _|_ 333.2 — 5 SENES
4331 — 3332 =1

Le déterminant vaut D = —18, le systeme a une solution unique

331:1,332:1

Exemple 2 :
2:131 + 35132 =
45131 + 65132 = 10
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UPMC Exemples

Ihll FARIS

Exemple 1 :
23:.1 _|_ 333.2 — 5 SENES
4331 — 3332 =1

Le déterminant vaut D = —18, le systeme a une solution unique
r1 — 1,332 =1

Exemple 2 :
2:131 + 35132 =
45131 + 65132 = 10

Le déterminant vaut D = 0, le systeme a une infinité de solutions :
(1,1) + A x (3,=2), (A € R).

Propriétés mathématiques P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 4/51



http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UPMC Exemples

Ihll FARIS

Exemple 1 :
23:.1 _|_ 333.2 — 5 SENES
45131 — 35132 =1

Le déterminant vaut D = —18, le systeme a une solution unique

331:1,332:1

Exemple 2 :
2:131 + 35132 =
45131 + 65132 = 10

Le déterminant vaut D = 0, le systeme a une infinité de solutions :
(1,1) + A x (3,=2), (A € R).

Exemple 3 :
2x1 + 319
45131 —|—6£L'2 =9

I
3
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UPMC Exemples

Ihll FARIS

Exemple 1 :
23:.1 _|_ 3332 — 5 SENES
45131 — 35132 =1

Le déterminant vaut D = —18, le systeme a une solution unique

331:1,332:1

Exemple 2 :
2:131 + 35132 =
45131 + 65132 = 10

Le déterminant vaut D = 0, le systeme a une infinité de solutions :
(1,1) + A x (3,=2), (A € R).

Exemple 3 :
2£L'1 + 3£L'2 = 9
45131 + 6£L'2 =9

Le déterminant vaut D = 0, le systeme n’a pas de solution.
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U”,MC Proprietés

Ihll FARIS

On ne change pas la solution d’'un systeme linéaire lorsque :

Propriétés
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U”,MC Propriétés

Ihll FARIS

On ne change pas la solution d’'un systeme linéaire lorsque :

Propriétés

@ on permute deux lignes,
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U”,MC Propriétés

Ihll FARIS

On ne change pas la solution d’'un systeme linéaire lorsque :

Propriétés

@ on permute deux lignes,

@ on permute deux colonnes,

Propriétés mathématiques P “:lytech'Paris-UPMC - p. 5/51



http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

U”,MC Propriétés

Ihll FARIS

On ne change pas la solution d’'un systeme linéaire lorsque :

Propriétés

@ on permute deux lignes,
@ on permute deux colonnes,

@ on multiplie une ligne par un réel non nul,
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U”,MC Propriétés

Ihll FARIS

On ne change pas la solution d’'un systeme linéaire lorsque :

Propriétés

@ on permute deux lignes,
@ on permute deux colonnes,
@ on multiplie une ligne par un réel non nul,

@ on ajoute une ligne a une autre.
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U”,MC Propriétés

Ihll FARIS

On ne change pas la solution d’'un systeme linéaire lorsque :

Propriétés

@ on permute deux lignes,
@ on permute deux colonnes,
@ on multiplie une ligne par un réel non nul,

@ on ajoute une ligne a une autre.

Nous allons donc utiliser ces transformations pour se ramener a un
cas simple.
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U”,MC Propriétés

Ihll FARIS

On ne change pas la solution d’'un systeme linéaire lorsque :

Propriétés

@ on permute deux lignes,
@ on permute deux colonnes,
@ on multiplie une ligne par un réel non nul,

@ on ajoute une ligne a une autre.

Nous allons donc utiliser ces transformations pour se ramener a un
cas simple.

ACes propriétes sont vraies dans IR pas dans IF
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UPMC

Ihll FARIS

Principe géneral des algorithmes

Principe général des algorithmes
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UPMC Les matrices triangulaires

Ihll FARIS

Pour certaines matrices, il est simple de calculer une solution.
Définition  Une matrice A = (ai;)1<: j<n €St triangulaire

supérieure (respectivement inférieure) si Les matrces triangulaires
Vi, 7 t.q. 7 > 1 (resp. j > 1)
Q;5 = 0

Si A est une matrice triangulaire supérieure, et si aucun element
diagonal n’est nul, la solution du systeme Ax = b est :

Ty =— —

bz' - Z?:l+ 1 az'j CIZJ Conditionnement

xI; —

A4

Si A est une matrice triangulaire inférieure, et si aucun élément
diagonal n’est nul, la solution du systeme Ax = b est :

/

xI; —
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UPmcC Algorithme de remontée

Ihll FARIS

Dans le cas des matrices triangulaires supérieures, I'algorithme est
donc le suivant.

Donn éeS A = (A[’L,J])]_S/L,Jgn’ b p— (b[?’])lglé’n Algorithme de remontée
début
b[n]

ZB[??,] — Aln,n]
pour : =n —1...1 faire
sum <« 0

pour k =1+ 1...n faire
| sum «— sum + Al[i, k] - x|K]

. bli|—sum
xli] — [1]4[1',2']

fin
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UPmcC Algorithme de remontée

Ihll FARIS

Dans le cas des matrices triangulaires supérieures, I'algorithme est
donc le suivant.

Donn éeS A = (A[/L7J])1S7'7]Sn’ b p— (b[?’])lglé’n Algorithme de remontée
début
b[n]

a:[n] — Al[n,n]

pour : =n — 1...1 faire

sum <« 0

pour k =1+ 1...n faire

| sum «— sum + Al[i, k] - x|K]

. bli|—sum
xli] — [1]4[1',1']

fin

@ A partir d’'un systéme d’équations linéaires quelconques,
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UPmcC Algorithme de remontée

Ihll FARIS

Dans le cas des matrices triangulaires supérieures, I'algorithme est
donc le suivant.

Donn éeS A = (A[/L7J])1S7/7]Sn! b p— (b[?’])lglé’n Algorithme de remontée
début
b[n]

a:[n] — Al[n,n]

pour : =n — 1...1 faire

sum <« 0

pour k =1+ 1...n faire

| sum «— sum + Al[i, k] - x|K]

. bli|—sum
xli] — [1]4[1',2']

fin

@ A partir d’'un systéme d’équations linéaires quelconques,
@ on triangularise le systeme,
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UPmcC Algorithme de remontée

Ihll FARIS

Dans le cas des matrices triangulaires supérieures, I'algorithme est
donc le suivant.

Donn éeS A = (A[/L7]])1S7/7]Sn’ b p— (b[Z])lngn Algorithme de remontée
début
b[n]

33[72,] — Aln,n]
pour : =n —1...1 faire
sum <« 0

pour k =1+ 1...n faire
| sum «— sum + Al[i, k] - x|K]

. bli|—sum
xli] — [1]4[@2']

fin

@ A partir d’'un systéme d’équations linéaires quelconques,
@ on triangularise le systeme,
@ on resout le systeme triangulaire,

Principe général des algorithmes P :lytech'Paris-UPMC - p. 8/51


http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UPmcC Algorithme de remontée

Ihll FARIS

Dans le cas des matrices triangulaires supérieures, I'algorithme est
donc le suivant.

Donn éeS A = (A[Z,]])]_Slﬂgn’ b p— (b[?’])lglé’n Algorithme de remontée
début
b[n]

33[72,] — Aln,n]
pour : =n —1...1 faire
sum <« 0

pour k =1+ 1...n faire
| sum «— sum + Al[i, k] - x|K]

. bli|—sum
xli] — [1]4[’13,’13]

fin

@ A partir d’'un systéme d’équations linéaires quelconques,
@ on triangularise le systeme,
@ on resout le systeme triangulaire,

@ pour cela on utilise des permutations de lignes et de colonnes et
des combinaisons linéaires de lignes. Coooo
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UPMC Méthodes

Ihll FARIS

Pour réesoudre le systeme Ax = b, il faut appliquer les modifications
a la fois a la matrice A et au vecteur b.
Il y a deux cas possibles :

Méthodes
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UPMC Méthodes

Ihll FARIS

Pour résoudre le systeme Ax = b, il faut appliquer les modifications
a la fois a la matrice A et au vecteur b.

Il y a deux cas possibles :
@ On souhaite resoudre une seule équation Ax = b. Méthodes

P lytech'Paris-UPMC -p. 9/51
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UPMC Méthodes

Ihll FARIS

Pour résoudre le systeme Ax = b, il faut appliquer les modifications
a la fois a la matrice A et au vecteur b.

Il y a deux cas possibles :
@ On souhaite résoudre une seule équation Ax = b. éthodes
e On travaille sur la matrice [A b] qui a n lignes et n + 1 colonnes

> C’est I'élimination de GAuUSS

P lytech'Paris-UPMC -p. 9/51
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UPMC Méthodes

Ihll FARIS

Pour réesoudre le systeme Ax = b, il faut appliquer les modifications
a la fois a la matrice A et au vecteur b.

Il y a deux cas possibles :
@ On souhaite résoudre une seule équation Ax = b. éthodes
e On travaille sur la matrice [A b] qui a n lignes et n + 1 colonnes

> C’est I'élimination de GAuUSS

@ Pour résoudre le systeme, il faut

e Une triangularisation,
e Une remontée (solution d’'un systeme triangulaire).

P lytech'Paris-UPMC -p. 9/51
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UPMC Méthodes (suite)

Ihll FARIS

@ On doit résoudre plusieurs systemes avec la méme matrice
Axr = by... Az = bg.

Méthodes (suite)
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UPMC Méthodes (suite)

Ihll FARIS

@ On doit résoudre plusieurs systemes avec la méme matrice
Axr = by... Az = bg.
@ On décompose A en produit de deux matrices triangulaires (U
est supérieure et L inférieure) :

Méthodes (suite)

A = L.-U
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UPMC Méthodes (suite)

Ihll FARIS

@ On doit résoudre plusieurs systemes avec la méme matrice
Axr = by... Az = bg.
@ On décompose A en produit de deux matrices triangulaires (U
est supérieure et L inférieure) :

Méthodes (suite)

A = L.-U

@ Une résolution se fait grace a deux systemes triangulaires

Ly, = bg
Uz, = yi

Ailfk:bk = {

> C’est la decomposition LU

Principe général des algorithmes P :lytech'Faris-UPMC - p. 10/51



http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UPMC Méthodes (suite)

Ihll FARIS

@ On doit résoudre plusieurs systemes avec la méme matrice
Axr = by... Az = bg.
@ On décompose A en produit de deux matrices triangulaires (U
est supérieure et L inférieure) :

A = L.-U

Méthodes (suite)

@ Une résolution se fait grace a deux systemes triangulaires

Ly, = by

ACIZ‘kZbk =
{Ufl?k = Yk

> C’est la decomposition LU

a |l faut une triangularisation pour « préparer » la matrice et
deux remontées par vecteur by.
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UPMC Ce qu'il reste & faire

Ihll FARIS

@ Comment triangulariser ?
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UPMC Ce qu'il reste & faire

Ihll FARIS

@ Comment triangulariser ?

@ Quelles conditions ?
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UPMC Ce qu'il reste & faire

Ihll FARIS

@ Comment triangulariser ?

@ Quelles conditions ?

Ce qu'il reste a faire

@ Que faire pour les matrices singulieres ?
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UPMC Ce qu'il reste a faire

Ihll FARIS

@ Comment triangulariser ?

@ Quelles conditions ?

Ce qu'il reste a faire

@ Que faire pour les matrices singulieres ?

@ Que faire pour les matrices rectangulaires ?
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UPMC Ce qu'il reste a faire

Ihll FARIS

@ Comment triangulariser ?

@ Quelles conditions ?

Ce qu'il reste a faire

@ Que faire pour les matrices singulieres ?
@ Que faire pour les matrices rectangulaires ?

@ Conditionnement du probleme ?
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UPMC

Ihll FARIS

Triangularisation
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UPMC Triangularisation simple

Ihll FARIS

Contrairement a ce qu’on dit parfois, cette méthode a été rapportéee
pour la premiere fois par CHANG TS’ANG au 2° siecle avant JC. On
I'appelle aussi methode fang-cheng. Tiangularisaton simple

La méthode utilise :

@ la multiplication par un scalaire

@ la somme de deux lignes.

Le but de la méthode est d’annuler progressivement les coefficients
qui se trouvent sous la diagonale.

Triangularisation P :lytech'Paris-UPMC - p. 13/51


http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UuPmcC Triangularisation

Ihll FARIS

@ On commence avec A une matrice n lignes et m colonnes
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UuPmcC Triangularisation

Ihll FARIS

@ On commence avec A une matrice n lignes et m colonnes
@ llyan étapes :

Triangularisation
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UuPmcC Triangularisation

Ihll FARIS

@ On commence avec A une matrice n lignes et m colonnes
@ llyan étapes :

@ A I'étape k, on annule sous la diagonale les coefficients de la
COIOnne k’ : Triangularisation

Triangularisation P ilytech'Paris-UPMC - p. 14/51
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UF'ITIC Triangularisation

Ihll FARIS

@ On commence avec A une matrice n lignes et m colonnes
@ llyan étapes :

@ A I'étape k, on annule sous la diagonale les coefficients de la
COIOnne k' : Triangularisation
o On appelle k& pivot (p(*)) le coefficient de la diagonale

= apx

a A chaque ligne i > k on soustrait la ligne k& multipliée par “g,j; ;

q = a4k
Vi, kE<j3<m onfait

Aij = a@-,j—ak,j.@

Triangularisation P :lytech'Faris-UPMC - p. 14/51
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UuPmcC Triangularisation

Ihll FARIS

@ On commence avec A une matrice n lignes et m colonnes
@ llyan étapes :

@ A I'étape k, on annule sous la diagonale les coefficients de la
COIOnne k' : Triangularisation
o On appelle k& pivot (p(*)) le coefficient de la diagonale

k
a;. k

o A chaque Ilgne ¢ > k on soustrait la ligne k£ multipliée par G -

q = a4k
Vi, kE<j3<m onfait

CLZ',j = a@-,j — ak,j.ﬁ
a Par définition Vi > k lorsque 57 = k on fait I'opération :
Qi = Qi — Q5 k
= 0
en pratique il ne faut pas calculer ces coefficients pour éviter
les erreurs de calcul.

Triangularisation P ;lytech'Paris-UPMC - p. 14/51
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UuPmcC Triangularisation

Ihll FARIS

@ On commence avec A une matrice n lignes et m colonnes
@ llyan étapes :

@ A I'étape k, on annule sous la diagonale les coefficients de la
COIOnne k' : Triangularisation
o On appelle k& pivot (p(*)) le coefficient de la diagonale

k:
a;. k

o A chaque Ilgne ¢ > k on soustrait la ligne k£ multipliée par o0

q = a4k
\V/'] , k< ] <m on fait Conditionnement
CLZ',j = a@-,j — ak,j.ﬁ
a Par définition Vi > k lorsque 57 = k on fait I'opération :
Qi — Qi — Qi k
= 0

en pratique il ne faut pas calculer ces coefficients pour éviter
les erreurs de calcul.

@ Lalgorithme ne fonctionne pas si I'un des pivots est nul.
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Ali, j]),
n le nb de lignes,
m le nb de colonnes

début
pour kK =1...n faire

p — Alk, k]

pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali k] <0

pour 7 =k 4+ 1...m faire

fin
retourner A la matrice triangulaire

P lytech'Paris-UPMC
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UPMC Algorithme de triangularisation -

Ihll FARIS

Données : A = (Ali, j]), / \
n le nb de lignes,
m le nb de colonnes

début

pour kK =1...n faire
p — Alk, k] A

pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali, k] <0

pour j:/c—I—l...mfair&z

fin
retourner A la matrice triangulaire

P lytech'Paris-UPMC - p. 15/51
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Ali, j]), /
n le nb de lignes,
m le nb de colonnes

début

pour kK =1...n faire
p — Alk, k] O

pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali, k] <0

pour j:k—I—l...mfair&z

fin
retourner A la matrice triangulaire

P lytech'Paris-UPMC
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Ali, j]), / p'V

n le nb de lignes,
m le nb de colonnes

début

pour kK =1...n faire

pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali, k] <0

pourj:k—l—l...mfair&z
{_14ﬁ7j]::14ﬁ7j]__f”kajy%

fin
retourner A la matrice triangulaire

Triangularisation

p — Alk, K] O

ai2

ailk

(k—1)

Ak Akk+1

Ak+1k Ak+1k+1

nk QAnk+1

Akm

Ak+1m

P lytech'Paris-UPMC
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Ali, j]), / p'V

n le nb de lignes,
m le nb de colonnes

début

pour kK =1...n faire

pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali, k] <0

pourj:k—l—l...mfair&z
{_14ﬁ7j]::14h7j]__f”kajy%

fin
retourner A la matrice triangulaire

Triangularisation

p — Alk, K] O

ai2

(k—1)

ailk

Ak Akk+1

Ak+1k Qk+1k+1

nk |Ank+1

P lytech'Paris-UPMC

Akm

Ak+1m

anm )
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Alz, j]), / ptHY  an aik
n le nb de lignes, '
m le nb de colonnes
début p(k_l)
pour kK =1...n faire
~ 2% Akk+1
p < Alk, k] 0
Ak+1k Ak+1k+1
pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali, k] <0
Ank Ank+1

pourj:k—l—l...mfair&z
{_14ﬁ7j]::14h7j]__f”kajy%

fin
retourner A la matrice triangulaire

Triangularisation

P lytech'Paris-UPMC

Akm

Ak+1m

anm )

- p. 15/51
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Alz, j]), / ptY a2 . ak
n le nb de lignes, '
m le nb de colonnes
début p(k_l)
pour k= 1...n faire
p Akk+1

pour =k + 1...n fare
q «— Ali, k]
Ali, k] <0

ank QAnk+1

pour j:/c—I—l...mfair&z

fin
retourner A la matrice triangulaire

P lytech'Paris-UPMC

Triangularisation

p — Alk, K] ‘\Q\—) e
/ Ak+1k Ok+1k41

Akm

Ak+1m

anm )

- p. 15/51
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Ali, j]), / pV a2 . aw
n le nb de lignes, '
m le nb de colonnes
début pF—b)
pour kK =1...n faire
a ... m
p— Ak, K ) co -
q Ok+1k+1 Ak+1m
pour i = k+1...n fare /
q < A[Za k]—/ . . :
Ali, k] <0 ' ' '
Ank Ank+1 <. Anm
pourj:k—l—l...mfair&z )
fin
retourner A la matrice triangulaire
Triangularisation P ;lytech'Paris-UPMC - p. 15/51
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Ali, j]), / plV a2 . aw
n le nb de lignes, '
m le nb de colonnes
début p(k—l)
pour kK =1...n faire
a ... m
p o Alk, ) o -
0 Qak+1k+1 --- QAk+1m
pour : = k + 1...n faire
q < A[Za k] . . .
Ank Ank+1 <o Anm )
pour j:k—I—l...mfair&z
fin
retourner A la matrice triangulaire
Triangularisation P ;lytech'Paris-UPMC - p. 15/51
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Alz, j]), / ptY a2 . ak

n le nb de lignes,
m le nb de colonnes

début p(k—l)

pour kK =1...n faire
p Akk+1 T Akm

p — Alk, K] O

pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali, k] <0

Ak+1m

a'nm
pourj:k—l—l...mfair&z )

fin
retourner A la matrice triangulaire

P lytech'Paris-UPMC - p. 15/51

Triangularisation


http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Alz, j]), / ptY a2 . ak

n le nb de lignes,
m le nb de colonnes

début
%

pour kK =1...n faire

p — Alk, K]

pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali, k] <0

pour j:k—I—l...mfair&z

fin
retourner A la matrice triangulaire

P lytech'Paris-UPMC - p. 15/51

Triangularisation
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UPMC Algorithme de triangularisation

Ihll FARIS

Données : A = (Alz, j]), / ptY a2 . ak
n le nb de lignes, '
m le nb de colonnes
début p(k_l)
pour kK =1...n faire
a
p — Alk, k] ) P ke
. 0 a;<:+1k+1
pour : = k + 1...n faire
q «— Ali, k]
Ali, k] <0
&3 0 ar’nk+1
pour 7 =k 4+ 1...m fair
| Ali, ) = Ali, §] - Alk, 1.4

fin
retourner A la matrice triangulaire

P lytech'Paris-UPMC

Triangularisation

Akm

/
a’k:—l—lm

- p. 15/51
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U~PMC Elimination de G AUSS

Ihll FARIS

@ Pour résoudre I'équation Ax = b (n équations, n inconnues).

Triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 16/51
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U~PMC Elimination de G AUSS

Ihll FARIS

@ Pour résoudre I'équation Ax = b (n équations, n inconnues).

@ Construire la matrice [Ab] (n colonnes n + 1 lignes).

Elimination de GAUSS

Triangularisation P ilytech'Paris-UPMC - p. 16/51
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U~PMC Elimination de G AUSS

Ihll FARIS

@ Pour résoudre I'équation Ax = b (n équations, n inconnues).
@ Construire la matrice [Ab] (n colonnes n + 1 lignes).

@ Triangulariser la matrice.

Elimination de GAUSS

Triangularisation P ilytech'Paris-UPMC - p. 16/51
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U~PMC Elimination de G AUSS

Ihll FARIS

@ Pour résoudre I'équation Ax = b (n équations, n inconnues).
@ Construire la matrice [Ab] (n colonnes n + 1 lignes).

@ Triangulariser la matrice.

Elimination de GAUSS

@ Appliquer l'algorithme de remontée

Triangularisation P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 16/51
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U~PMC Elimination de G AUSS

Ihll FARIS

@ Pour résoudre I'équation Ax = b (n équations, n inconnues).
@ Construire la matrice [Ab] (n colonnes n + 1 lignes).

@ Triangulariser la matrice.

Elimination de GAUSS

@ Appliquer l'algorithme de remontée

3 , . . . . 7
@ 27 operations pour la triangularisation, n? pour la remontée.

Triangularisation P ’:lytech'Faris-UPMC - p. 16/51
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U~PMC Elimination de G AUSS

Ihll FARIS

@ Pour résoudre I'équation Ax = b (n équations, n inconnues).
@ Construire la matrice [Ab] (n colonnes n + 1 lignes).

@ Triangulariser la matrice.

Elimination de GAUSS

@ Appliquer l'algorithme de remontée

3 , . . . . 7
@ 27 operations pour la triangularisation, n? pour la remontée.

Par exemple :
1 2 3
1 1 2 r = 5}
1 1 1 6

Triangularisation P :lytech'Faris-UPMC - p. 16/51
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

triangularisation

—_ = =
—_ = DN
— N W

P lytech'Paris-UPMC -p. 17/51

Triangularisation
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

triangularisation

—_ =
S )
_ N W
Sy Ot =

P lytech'Paris-UPMC -p. 17/51

Triangularisation
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UPMC

Ihll FARIS

Exemple

triangularisation

1 2 3 4

1 1 2 5

1 1 1 6
1 2 3 4
0o -1 -1 1
0O -1 -2 2

Triangularisation

P lytech'Paris-UPMC

- p. 17/51
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

triangularisation

1 2 3 4

1 1 5

1 1 1 6
1 2 3 4
0o —1 —1 1
0 —1 -2 2
1 2 3 4
0o -1 -1 1
o 0 -1 1

Triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 17/51
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

triangularisation remontée

1 2 3 4
1 1 5
1 1 1 6

1 2 3 4

0o —1 —1 1

0 —1 -2 2

1 2 3 4

0o -1 -1 1

o 0 -1 1

Triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 17/51
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UPMC

Ihll FARIS

Exemple

triangularisation

1 2 3 4
1 1 5
1 1 1 6
1 2 3
0 -1 -1
0 —1 =2
1 2 3
0 -1 -1
0 0 -1

Triangularisation

remontée

P lytech'Paris-UPMC

- p. 17/51
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

triangularisation remontée
1 2 3 4 1
1 1 5 3 = 9
1 1 1 6 = -1
1—(—1x(-1))
ro =
1 2 3 4 —1
0 -1 -1 1 = 0
0 —1 -2 2
1 2 3 4
0o -1 -1 1
o 0 -1 1

Triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 17/51
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UPmMC Exemple
Imml FARIS ‘
triangularisation remontée
1 2 3 4 1
1 1 5 3 = 9
1 1 1 6 - -1
1—(—1x(-1))
o =
1 2 3 —1
0 -1 -1 = 0
0 1 9 N 4—(3x(—=1)+2x0)
1
= 7
1 2 3
0 —1 -1
0o 0 -1

Triangularisation

P lytech'Paris-UPMC

- p. 17/51
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UPMC Exemple
VA1 PARIS ‘
triangularisation remontée
1 2 3 4 1
1 1 5 3 = 9
1 1 1 6 = -1
1—(—1x(-1))
Tro =
1 2 3 —1
0 -1 -1 = 0
0 1 9 N 4—(3x(—=1)+2x0)
1
= 7
L2 s Donc
0 —1 -1 .
0o 0 -1 — 0
—1

Triangularisation

P lytech'Paris-UPMC

- p. 17/51
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UPMC

Ihll FARIS

Forme matricielle de la triangularisation

Forme matricielle de la triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 18/51
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Décomposition LU

UPMC

Ihll FARIS

Pour « préparer la matrice » on souhaite la factoriser en deux
matrices triangulaires :

( V(e ) (e
\ /U R

Pour construire L et U on utilise I'élimination de GAUSS en « se
souvenant » des opérations faites.

Décomposition LU

Conditionnement

Forme matricielle de la triangularisation P :lytech'Faris-UPMC - p. 19/51
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UPMC Décomposition LU

Ihll FARIS

Pour « préparer la matrice » on souhaite la factoriser en deux
matrices triangulaires :

( \ (11 \(plpU\
\ /U R

Pour construire L et U on utilise I'élimination de GAUSS en « se

souvenant » des opérations faites.
En effet a la fin de la triangularisation, on obtient U

Décomposition LU

Recherche de pivots maximaux

Conditionnement

Forme matricielle de la triangularisation P :lytech'Paris-UPMC - p. 19/51
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UPMC Décomposition LU

Ihll FARIS

Pour « préparer la matrice » on souhaite la factoriser en deux
matrices triangulaires :

( \ (11 \(plpU\
\ /U R

Pour construire L et U on utilise I'élimination de GAUSS en « se

souvenant » des opérations faites.
En effet a la fin de la triangularisation, on obtient U

Décomposition LU

Recherche de pivots maximaux

1 Conditionnement

p

Forme matricielle de la triangularisation P :lytech'Paris-UPMC - p. 19/51
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UPMC Décomposition LU

Ihll FARIS

Pour « préparer la matrice » on souhaite la factoriser en deux
matrices triangulaires :

( \ (11 \(plpU\
\ /U R

Pour construire L et U on utilise I'élimination de GAUSS en « se

souvenant » des opérations faites.
En effet a la fin de la triangularisation, on obtient U

Décomposition LU

Recherche de pivots maximaux

1 Conditionnement

Forme matricielle de la triangularisation P :lytech'Paris-UPMC - p. 19/51
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UPMC Décomposition LU

Ihll FARIS

Pour « préparer la matrice » on souhaite la factoriser en deux
matrices triangulaires :

( \ (11 \(plpU\
\ /U R

Pour construire L et U on utilise I'élimination de GAUSS en « se

souvenant » des opérations faites.
En effet a la fin de la triangularisation, on obtient U

Décomposition LU

Recherche de pivots maximaux

1 Conditionnement

Forme matricielle de la triangularisation P :lytech'Paris-UPMC - p. 19/51
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UPMC Décomposition LU

Ihll FARIS

Pour « préparer la matrice » on souhaite la factoriser en deux
matrices triangulaires :

( ) (1 o[ )

2
A R 1 . p Décomposition LU

& /U R

Pour construire L et U on utilise I'élimination de GAUSS en « se

souvenant » des opérations faites. Condiions
En effet a la fin de la triangularisation, on obtient U :

Recherche de pivots maximaux

1 Conditionnement

Une étape de I'élimination revient a multiplier A par une matrice
M) quelle est la forme de cette matrice ?

Forme matricielle de la triangularisation P Jytech'Paris—UPMC - p. 19/51
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UPMC

Ihll FARIS

Soient
mF = Lk et
v ALk

Forme matricielle de la triangularisation

( {ce colonne

1
k
my. 4

P lytech'Paris-UPMC

)

- p. 20/51
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UPMC

Ihll FARIS

Soient
mF = Lk et
? Qkk
Alors :

Forme matricielle de la triangularisation

( {ce colonne

1
k
my. 4

P lytech'Paris-UPMC

)

- p. 20/51
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UPMC

Ihll FARIS

Soient
mF = Lk et
? Qkk
Alors :

Forme matricielle de la triangularisation

( {ce colonne

1
k
my. 4

P lytech'Paris-UPMC

)

- p. 20/51
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UPMC

Ihll FARIS

Soient
( {ce colonne \
k a; k | 1
k41
o 1
Alors :
1 1 pl
1 (1)1 L p2 A2
(2 =

Forme matricielle de la triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 20/51
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UPMC

Ihll FARIS

Soient

mF = %k et
Akk
Alors :
1 1

1
: 2)
Ar(n—11 { '

Forme matricielle de la triangularisation

( {ce colonne

1
k
my. 4

P lytech'Paris-UPMC

)

- p. 20/51
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UPMC

Ihll FARIS

)

Soient ( {ce colonne
k a; k . 1
mz — ﬁ et M( ) = mk
k41
N 1
Alors :
1 1 1 1

Mm(n—1)

1
Nous avons donc /

Forme matricielle de la triangularisation

P lytech'Paris-UPMC

- p. 20/51
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U”PMC Calcul de la matrice L

Ihll FARIS

A-t-on obtenu les matrices U et L de la décomposition ?

Forme matricielle de la triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 21/51
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U”PMC Calcul de la matrice L

Ihll FARIS

A-t-on obtenu les matrices U et L de la décomposition ?

@ le produit de deux matrices triangulaires inférieures est
triangulaire inférieure,

@ Linverse d’'une matrice triangulaire inférieure est une matrice
triangulaire inférieure.

@ Lorsqu’elle existe la déecomposition est unique. Caloulde a matrice L
Cela nous prouve que la matrice U obtenue est celle de la

decomposition LU et que la matrice M est lI'inverse de la matrice L
recherchée.

Recherche de pivots maximaux

Conditionnement

Forme matricielle de la triangularisation P Jytech'Paris—UPMC - p. 21/51
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U”PMC Calcul de la matrice L

Ihll FARIS

A-t-on obtenu les matrices U et L de la déecomposition ?
@ le produit de deux matrices triangulaires inférieures est
triangulaire inférieure,

@ Linverse d’'une matrice triangulaire inférieure est une matrice
triangulaire inférieure.

@ Lorsqu’elle existe la déecomposition est unique. Caloulde a matrice L
Cela nous prouve que la matrice U obtenue est celle de la

decomposition LU et que la matrice M est lI'inverse de la matrice L
recherchée.

Conditions

Pour calculer la matrice L il faut : Recherche de pivots maximaux

Conditionnement

Forme matricielle de la triangularisation P Jytech'Paris—UPMC - p. 21/51
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U”PMC Calcul de la matrice L

Ihll FARIS

A-t-on obtenu les matrices U et L de la déecomposition ?
@ le produit de deux matrices triangulaires inférieures est
triangulaire inférieure,

@ Linverse d’'une matrice triangulaire inférieure est une matrice
triangulaire inférieure.

@ Lorsqu’elle existe la déecomposition est unique. alcul de la matrice I
Cela nous prouve que la matrice U obtenue est celle de la
decomposition LU et que la matrice M est lI'inverse de la matrice L
recherchée.

Conditions

Pour calculer la matrice L il faut : Recherche de pivots maximaux

Conditionnement

> Inverser les M)

> Calculer le produit :

—1

I = MO @7 e -7

Forme matricielle de la triangularisation P Jytech'Paris—UPMC - p. 21/51
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UPMC Inverse de la matrice M® -

On peut montrer que :

| 1€ colonne

..1 Sli=j
| i® colonne | j© colonne > 1
[ 1 V[t ) ‘B
] y "1 _ > > 1<
1
N I A N O i
X.lll Sii < j

uEAY

\
I€ colonne T T ¢ colonne

Forme matricielle de la triangularisation P J_Vt@fh'PﬂﬁS—UPMC - p. 22/51
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UPMC Calcul de L

Ihll FARIS

Donc M%) est inversible d’inverse L) avec :

S

M) = h
MEgq

SR

Forme matricielle de la triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 23/51
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UPMC Calcul de L

Ihll FARIS

Donc M%) est inversible d’inverse L) avec :

S

M) = h

k) = 1

Forme matricielle de la triangularisation P ilytech'Paris-UPMC - p. 23/51
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U~PmcC Calcul de L (suite)

Ihll FARIS

La matrice L de la décomposition est :

L = MW r®@ ... «r-1)

Calcul de L (suite)

Forme matricielle de la triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 24/51
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U~PmcC Calcul de L (suite)

Ihll FARIS

La matrice L de la décomposition est :

L = W@ ... «r-1)
[ 1 )
—ms 1
B 1
—m’,z 41 1 Calcul de L (suite)
- 1
\ —ml ... —mF ... —-mnt 1 )

Conditionnement

Rappel : les m* sont les coefficients de I'élimination de GAUSS

Ak
_mi? —

ALk

Forme matricielle de la triangularisation P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 24/51



http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UPMC Algorithme

Ihll FARIS

Données : A = (A[i, j]), n le nombre de lignes et colonnes
début

pour k= 1...n faire

p — Alk, k]

pour ¢ = k + 1...n faire
q — Ali, k]
Ali, k] <0

pour 5 = k + 1...n faire Conitonmement

| Ali, j] = Ali, j] — Alk, j].4

fin
retourner

Forme matricielle de la triangularisation P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 25/51
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UPMC Algorithme

Ihll FARIS

Données : A = (A[i, j]), n le nombre de lignes et colonnes
début

U— A

pour kK =1...n faire

p — Ulk, k]

pour ¢ = k + 1...n faire
q — U[’L, k] Algorithme
Uli, k] < 0

pour 5 = k + 1...n faire Conitonmement

| Ui, 4] = Uli, j] = Ulk, j]. £

fin
retourner U la matrice triangulaire supérieure,

Forme matricielle de la triangularisation P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 25/51
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UPMC Algorithme

Ihll FARIS

Données : A = (A[i, j]), n le nombre de lignes et colonnes
début

U— A

L — 1

pour k=1...n faire

p — Ulk, k]

pour ¢ = k + 1...n faire

q — Uli, k] Al

Uli, k] < 0

Lli, k] — 1
p

pour 5 = k + 1...n faire e

q
p

fin
retourner U la matrice triangulaire supérieure,
L la matrice triangulaire inférieure

Forme matricielle de la triangularisation P :lytech'Paris-UPMC - p. 25/51
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

Décomposition de la matrice

T =
—_ = N
NN W

Forme matricielle de la triangularisation P “:lytech'Paris-UPMC - p. 26/51
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

Décomposition de la matrice

T =
—_ = N
— N W

L) —

c

|
—_ =
— =N
— N W
o O =
o = O
_— o O

Forme matricielle de la triangularisation P ilytech'Paris-UPMC - p. 26/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

Décomposition de la matrice

1 2 3
1 1 2
1 1 1
1 2 3 I 00
U0 = 1 1 2 LY = 01 0
1 1 1 0 0 1
1 2 3 I 0 0
vh = | 0 -1 -1 L™ = 1110
0 —1 =2 1 0 1

Forme matricielle de la triangularisation P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 26/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

Décomposition de la matrice

1 2 3
1 1 2
1 1 1
1 2 3 I 00
U0 = 1 1 2 LY = 01 0
1 1 1 0 0 1
1 2 3 I 0 0
v = | 0 -1 -1 L™ = 1110
0 —1 -2 1 0 1
1 2 3 1 00
U2 = 0 —1 -1 L® = 1 1 0
0 0 -1 1 1 1

Forme matricielle de la triangularisation P :lytech'Paris-UPMC - p. 26/51
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UPMC

Ihll FARIS

Conditions

Conditions P ilytedl'Pans-UPMC - p. 27/51
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UPMC Conditions -

Cet algorithme est applicable sur A ssi tous les pivots p'*) sont non nuls.

Comment étre sur que ces pivots ne seront pas nuls ?

Conditions P Jytech'Paris—UPMC - p. 28/51
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UPITIC Conditions -

Cet algorithme est applicable sur A ssi tous les pivots p'*) sont non nuls.

Comment étre sur gque ces pivots ne seront pas nuls ?

Théoreme Lélimination de GAuUSS fonctionne sur une matrice
A = (aij)1<i j<n SI €t seulement si toutes ses matrices principales (« en coin »)

A = (@ij)i<ij<k sont inversibles
( ailp @12 a1z --- Ain \
a21 Q22 Q23 --- 0A2n
as;p azz2 a3z --- 043n
\ Anl1 An2 ap3z --- Apn )
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UPMC Conditions -

Cet algorithme est applicable sur A ssi tous les pivots p'*) sont non nuls.

Comment étre sur gque ces pivots ne seront pas nuls ?

Théoreme Lélimination de GAuUSS fonctionne sur une matrice
A = (aij)1<i j<n SI €t seulement si toutes ses matrices principales (« en coin »)

A = (@ij)i<ij<k sont inversibles
(géh a2 a1z --- Qin \
az1 Qg2 a23 --- 042p
azip as2 azz --- a3n
\ Anl1 Ap2 Ap3 --- Apnp )
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UPITIC Conditions -

Cet algorithme est applicable sur A ssi tous les pivots p'*) sont non nuls.

Comment étre sur gque ces pivots ne seront pas nuls ?

Théoreme Lélimination de GAuUSS fonctionne sur une matrice
A = (aij)1<i j<n SI €t seulement si toutes ses matrices principales (« en coin »)

A = (@ij)i<ij<k sont inversibles
( i1 12 a413 --- Ain \
a21 %22 az3 --- Q2n
azp as2 azz --- a3n
\ Anl1 Anp2 Ap3 --- Aupnp )
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UPITIC Conditions -

Cet algorithme est applicable sur A ssi tous les pivots p'*) sont non nuls.

Comment étre sur gque ces pivots ne seront pas nuls ?

Théoreme Lélimination de GAuUSS fonctionne sur une matrice
A = (aij)1<i j<n SI €t seulement si toutes ses matrices principales (« en coin »)

A = (@ij)i<ij<k sont inversibles
( a1 @12 @13 --- Ain \
a21 Ag (o3 --- Q2n
a31 a32 a3z3 --- d3n
\ Anl1 An2 Ap3 --- Aupp )
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UPITIC Conditions -

Cet algorithme est applicable sur A ssi tous les pivots p'*) sont non nuls.

Comment étre sur gque ces pivots ne seront pas nuls ?

Théoreme Lélimination de GAuUSS fonctionne sur une matrice
A = (aij)1<i j<n SI €t seulement si toutes ses matrices principales (« en coin »)

A = (@ij)i<ij<k sont inversibles
( a1 @12 @13 --- ain \
a21 a234a23 < Q2n
azip as2 %33 - a3np
\ An1 Ap2 Ap3 --- Apnp )
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UPITIC Conditions -

Cet algorithme est applicable sur A ssi tous les pivots p'*) sont non nuls.

Comment étre sur gque ces pivots ne seront pas nuls ?

Théoreme Lélimination de GAuUSS fonctionne sur une matrice
A = (aij)1<i j<n SI €t seulement si toutes ses matrices principales (« en coin »)

A = (@ij)i<ij<k sont inversibles
( a1 a2 @13 --- Ain \
az1 Qg2 a23 --- 042p

a3i aAnagz A a3n

\ Anl1 Ap2 Ap3z --- Apnp )

Conditions P J_Vt@fh'PﬂfiS'UPMC - p. 28/51
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UPMC Conditions RS

Cet algorithme est applicable sur A ssi tous les pivots p'*) sont non nuls.

Comment étre sur gque ces pivots ne seront pas nuls ?

Théoreme Lélimination de GAuUSS fonctionne sur une matrice
A = (aij)1<i j<n SI €t seulement si toutes ses matrices principales (« en coin »)

A = (@ij)i<ij<k sont inversibles
( ailp G122 a1z --- Ain \
a21 Q22 Q23 --- 0A2n
as31p azz2 a3z --- 043n
\ Anl An2 ap3z --- Apnp )

Cela ne donne pas de moyen a priori pour savoir si la méthode fonctionne.
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UPMC Pivots nuls

Ihll FARIS

Le fait qu’'une matrice principale A, ne soit pas inversible ne signifie
pas que la matrice A n’est pas inversible.

Conditions P lytech'Paris-UPMC - p. 29/51
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UPMC Pivots nuls

Ihll FARIS

Le fait qu’'une matrice principale A, ne soit pas inversible ne signifie
pas que la matrice A n’est pas inversible.

Par exemple :

1 10
0 1
—_ 1 S— 1 ]_ Pivots nuls
1 1
0 1 1

ces matrices sont inversibles et peuvent étre triangularisées par
une méthode un peu plus complexe.

Conditions P ’:lytech'Faris-UPMC - p. 29/51
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UPMC Pivots nuls

Ihll FARIS

Le fait qu’'une matrice principale A, ne soit pas inversible ne signifie
pas que la matrice A n’est pas inversible.

Par exemple :

1 10
0 1
—_ 1 S— 1 ]_ Pivots nuls
1 1
0 1 1

ces matrices sont inversibles et peuvent étre triangularisées par
une méthode un peu plus complexe.

L'avis du mathématicien :

« si un pivot est nul, alors on permute deux lignes »

Conditions P :lytech'Faris-UPMC - p. 29/51
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UPMC Pivots nuls

Ihll FARIS

Le fait qu’'une matrice principale A, ne soit pas inversible ne signifie
pas que la matrice A n’est pas inversible.

Par exemple :

1 1 0
0 1
- 1 - 1 1 Pivots nuls
1 1
o 1 1
ces matrices sont inversibles et peuvent étre triangularisées par
une méthode un peu plus complexe.

L'avis du mathématicien :

« si un pivot est nul, alors on permute deux lignes »

car :

Theoreme Si tous les pivots possibles sont nuls alors la matrice
est singuliere

Conditions P :lytech'Paris-UPMC - p. 29/51
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UPMC Pivots nuls

Ihll FARIS

Le fait qu’'une matrice principale A, ne soit pas inversible ne signifie
pas que la matrice A n’est pas inversible.

Par exemple :

1 1 0
0 1
- 1 - 1 1 Pivots nuls
1 1
o 1 1
ces matrices sont inversibles et peuvent étre triangularisées par
une méthode un peu plus complexe.

L'avis du mathématicien :

« si un pivot est nul, alors on permute deux lignes »
car :

Theoreme Si tous les pivots possibles sont nuls alors la matrice
est singuliere

Pourguoi cela n’est-il pas satisfaisant ?
Conditions P :lytech'Paris-UPMC - p. 29/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

En modifiant Iéegerement la matrice précédente :

1 1 0 0
-1 -1 1 X x = 1
0 1 1 2

La solution est (—1,1,1).

Appliquons la méthode de triangularisation avec 4 chiffres
décimaux de precision en arrondi au plus pres.

Conditions P :lytech'Faris-UPMC - p. 30/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

En modifiant Iéegerement la matrice précédente :

1 1

3 3 0 0
-1 -1 1 X x = 1
0 1 1 2

La solution est (—1,1,1).

Appliquons la méthode de triangularisation avec 4 chiffres
décimaux de precision en arrondi au plus pres.

Conditions P :lytech'Faris-UPMC - p. 30/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

En modifiant Iéegerement la matrice précédente :

1 1

3 3 0 0
-1 -1 1 X x = 1
0 1 1 2

La solution est (—1,1,1).

Appliguons la méthode de triangularisation avec 4 chiffres
décimaux de précision en arrondi au plus pres. La matrice A
devient :

Conditions P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 30/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

En modifiant Iéegerement la matrice précédente :

1 1

3 3 0 0
-1 -1 1 X x = 1
0 1 1 2

La solution est (—1,1,1).

Appliguons la méthode de triangularisation avec 4 chiffres
décimaux de précision en arrondi au plus pres. La matrice A
devient :

0.3333 0.3333 0
A = —1 —1 1
0 1 1

Conditions P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 30/51
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UF'ITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0 0
—1 —1 1 Xxr = 1
0 1 1 2

Conditions P Jytech'Paris—UPMC - p. 31/51
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UF'ITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0 0
0  —14+0.9999 1 e = | 1
0 1 1 2

Conditions P Jytech'Paris—UPMC - p. 31/51
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UF'ITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0 0
0 —1E — 4 1 Xxr = 1
0 1 1 2
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UF’ITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0 0
0 —1E — 4 1 X T = 1
0 1 1 2
0.3333 0.3333 0 0
0 —1FE -4 1 X T = 1
0 1 1 2
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UF’ITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0
0 —1E — 4 1 X T = 1
0 1 1 2
0.3333 0.3333 0 0
0 —1FE -4 1 X T = 1
0 0 1 410000 2+10000
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UF’ITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0
0 —1E — 4 1 X T = 1
0 1 1 2
0.3333 0.3333 0
0 —1FE -4 1 X T = 1
0 0 1E4 1E4

Conditions P Jytech'Paris—UPMC - p. 31/51
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UF’ITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0
0 —1E — 4 1 X r = 1
0 1 1 2
0.3333 0.3333 0
0 —1F — 4 1 X r = 1
0 0 1E4 1E4
Donc
T3 % 1
T2 = 11E_—14 =0
L1 0.3%33 0

Conditions P Jytech'Paris—UPMC - p. 31/51
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UF’ITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0

0 —1E — 4 1

0 1 1
0.3333 0.3333 0

0 —1FE -4 1

0 0 1E4

Donc

Suite aux erreurs d’arrondis
la solution fournie est 0 |aulieude 1

1 1

Conditions P ;lytech'Paris-UPMC - p. 31/51
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UPITIC Exemple (suite) -

0.3333 0.3333 0
0 —1E — 4 1 Xxr = 1
0 1 1 2
0.3333 0.3333 0
0 —1FE —4 1 Xxr = 1
0 0 1E4 1E4
Donc
T3 % 1
Ty == =0
TI = 5 0
Suite aux erreurs d'arrondis, 0 —1
la solution fournie est | 0 |au lieu de 1
1 1

Pour resoudre ce probleme on recherche les pivots maximaux.

Conditions P J_Vt@fh'PﬂﬁS—UPMC - p. 31/51
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UPMC

Ihll FARIS

Recherche de pivots maximaux

Recherche de pivots maximaux

P lytech'Paris-UPMC

- p. 32/51
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UPMC Recherche de pivots maximaux -

Ihll FARIS

Nous n'avons pas utilisé les deux propriétés suivantes :

@ On ne change pas la solution du systeme lorsque on permute deux lignes,

@ On ne change pas la solution du systeme lorsque on permute deux
colonnes.

Recherche de pivots maximaux P J_Vt@fh'PﬂﬁS—UPMC - p. 33/51


http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

UPMC Recherche de pivots maximaux -

Ihll FARIS

Nous n'avons pas utilisé les deux propriétés suivantes :

@ On ne change pas la solution du systeme lorsque on permute deux lignes,

@ On ne change pas la solution du systeme lorsque on permute deux
colonnes.

Or la permutation est une opération qui ne cause aucune erreur de calcul.

Recherche de pivots maximaux P ;’ﬂ@fh'PﬂﬁS-UPMC - p. 33/51
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UPMC Recherche de pivots maximaux -

Ihll FARIS

Nous n'avons pas utilisé les deux propriétés suivantes :

@ On ne change pas la solution du systeme lorsque on permute deux lignes,

@ On ne change pas la solution du systeme lorsque on permute deux
colonnes.

Or la permutation est une opération qui ne cause aucune erreur de calcul.

On peut utiliser cette propriété pour choisir le pivot le plus grand (en valeur
absolue).

@ En ne permutant que les lignes, c’est I'algorithme de GAuss avec pivot
partiel. >simple

Recherche de pivots maximaux P ;lytech'Paris-UPMC - p. 33/51
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UPMC Recherche de pivots maximaux -

Ihll FARIS

Nous n'avons pas utilisé les deux propriétés suivantes :

@ On ne change pas la solution du systeme lorsque on permute deux lignes,

@ On ne change pas la solution du systeme lorsque on permute deux
colonnes.

Or la permutation est une opération qui ne cause aucune erreur de calcul.

On peut utiliser cette propriété pour choisir le pivot le plus grand (en valeur
absolue).

@ En ne permutant que les lignes, c’est I'algorithme de GAuss avec pivot
partiel. >simple

@ En permutant les lignes et les colonnes, c’est I'algorithme de GAUSS avec
pivot total. >stable

Recherche de pivots maximaux P ;’ﬂ@fh'PﬂﬁS-UPMC - p. 33/51
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UPMC Pivot partiel

Ihll FARIS

@ rechercher le pivot maximal parmi les éléments de la colonne &

situés sous la diagonale.

pr = as ) QVEC |as k| = MaAX;—k. . |Qi k

@ permuter les lignes s et k de la matrice A*—1), ce qui revient
uniguement a changer 'ordre des équations.

@ Sitous les pivots de cette colonne sont nuls, la matrice est
singuliere.

@ « Si tous les pivots de cette colonne sont proches de 0, la
matrice est soit singuliere mais mal calculée, soit proche d’'une | ==

Effet sur la décomposition LU

Pivot partiel

matrice singuliere donc instable ». Hietceloelpermutarion
Propriétés des matrices de
- permutaton
( p ! . o 12 Co o 1k i ’ ’ o Im \ Décomposition PLU
. Algorithme
5 Exemple
pk} —1 Exemple(suite)
O akk Akk+1 <. Akm Conditionnement
K Ank |Ank+1 R Anm )

Recherche de pivots maximaux P Jytech'Paris—UPMC - p. 34/51
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UPMC Elimination avec pivot partiel

Ihll FARIS

début
pour k= 1...n faire

p— Alk, K|;

Elimination avec pivot partiel

pour : =k +1...n faire

Décomposition PLU

q — A[’[/, k] ; A[Z, k] — O Algorithme
pour j = k+ 1...m faire N
L A[Z, ]] — A[’L, J] - A[k, ]] .Z% Conditionnement

fin
retourner A la matrice triangulaire

Recherche de pivots maximaux P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 35/51
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UPMC Elimination avec pivot partiel

Ihll FARIS

début

pour k= 1...n faire

p— Alk, k|l — k

pour ¢ = k...n faire

Lsi |Alé, k]| > p alors
| p— Ali,k]; 1 —1

Elimination avec pivot partiel

pour : =k +1...n faire

Décomposition PLU

q — A[Z, k] ; A[Z, k] — O Algorithme
pour j = k+ 1...m faire N
L A[Z, ]] — A[’L, J] - A[k, ]] .Z% Conditionnement

fin
retourner A la matrice triangulaire

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 35/51
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UPMC Elimination avec pivot partiel

Ihll FARIS

début

pour k= 1...n faire

p— Alk, k|l — k

pour ¢ = k...n faire

Lsi |Alé, k]| > p alors
Lp<—A[i,k];l<—i

S| l # k: a|OI’S Elimination avec pivot partiel
pour j = k... m faire

| temp — Alk, j]; Alk, j] — All, j]; A[l, j] — temp

pour : = k + 1...n faire

Décomposition PLU

q — A[Z, k] ; A[Z, k] — O Algorithme
pour j =k + 1...m faire N
L A[Z, ]] — A[’L, J] - A[k, ]] .Z% Conditionnement

fin
retourner A la matrice triangulaire

Recherche de pivots maximaux P ’:lytech'Faris-UPMC - p. 35/51
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UPMC Pivot total

Ihll FARIS

@ rechercher le pivot maximal parmi les eléments de la
sous-matrice [a; ;| (i >k, 7 > k).
p¥ = as1 AVeC |as | = maxi—k..n, j=k...n |
@ permuter les lignes s et k

@ permuter les colonnes t et k, ce qui modifie I'ordre des

Inconnues
( p 1 a 12 o« o . a 1k . . o a 1m \
. Pivot total
C k-1
p arice ¢ .
Propriétés des matrices de
akk a'kk+1 c akm ~ permutation
Décomposition PLU
Algorithme
Exemple
Exemple(suite)
K an k an k + 1 S anm ) Conditionnement

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 36/51
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UPMC

Ihll FARIS

Résum

Recherche de pivots maximaux

Résumé

Exemple
Exemple(suite)

Conditionnement

P lytech'Paris-UPMC

- p. 37/51
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U”PMC Effet sur la décomposition LU

Ihll FARIS

@ Est ce que I'inversion de lignes ou de colonnes est possible
lorsqu’on veut la décomposition LU ?

Effet sur la décomposition LU

Décomposition PLU
Algorithme
Exemple
Exemple(suite)

Conditionnement

Recherche de pivots maximaux P ’Jytech'Faris-UPMC - p. 38/51
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U”PMC Effet sur la décomposition LU

Ihll FARIS

@ Est ce que I'inversion de lignes ou de colonnes est possible
lorsqu’on veut la décomposition LU ?

@ Matriciellement, a quoi correspond ces permutations ?

Effet sur la décomposition LU

Décomposition PLU
Algorithme
Exemple
Exemple(suite)

Conditionnement

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 38/51
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U”PMC Effet sur la décomposition LU

Ihll FARIS

@ Est ce que I'inversion de lignes ou de colonnes est possible
lorsqu’on veut la décomposition LU ?

@ Matriciellement, a quoi correspond ces permutations ?

@ Peut-on appliguer les deux formes de recherche de pivot
maximaux a l'algorithme de décomposition LU ?

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC

Effet sur la décomposition LU

Propriétés des matrices de
- permutation
Décomposition PLU
Algorithme
Exemple
Exemple(suite)

Conditionnement

- p. 38/51
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U, MC Matrice de permutation -

Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier a gauche par une
matrice de la forme :

I€ colonne | | J¢ colonne
1
(v, \
0 1
1
1 0
1

Recherche de pivots maximaux P ;lytech'Paris-UPMC - p. 39/51
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U, MC Matrice de permutation -

Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier a gauche par une
matrice de la forme :

I€ colonne | | J¢ colonne
(1 )
!
0 1
1
Pz'j = i 1
1 0
1

\ 1)

Alors, I'élimination de GAUSS avec permutation revient a obtenir :

A = A
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U, MC Matrice de permutation -

Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier a gauche par une
matrice de la forme :

I€ colonne | | J¢ colonne
(1 )
!
0 1
1
Pz'j = i 1
1 0
1

\ 1)

Alors, I'élimination de GAUSS avec permutation revient a obtenir :

MOp ;.4 = A
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U, MC Matrice de permutation -

Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier a gauche par une
matrice de la forme :

I€ colonne | | J¢ colonne
(1 )
!
0 1
1
Pz'j = i 1
1 0
1

\ 1)

Alors, I'élimination de GAUSS avec permutation revient a obtenir :

MPpy, - MYP A = A
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U, MC Matrice de permutation -

Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier a gauche par une
matrice de la forme :

I€ colonne | | J¢ colonne
(1 )
!
0 1
1
Pz'j = i 1
1 0
1

\ 1)

Alors, I'élimination de GAUSS avec permutation revient a obtenir :

]\4(n—2)pn_2,ln_2 .. .M(2)p2,l2.M(1)p1’l1. A = A" 2
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U, MC Matrice de permutation -

Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier a gauche par une
matrice de la forme :

I€ colonne | | J¢ colonne
(1 )
!
0 1
1
Pij = " 1
1 0
1

\ 1)

Alors, I'élimination de GAUSS avec permutation revient a obtenir :

]\4(7%—1)pn_1’ln_1.]\4(?”L—2)pn_2’ln_2 .. .M(2)p2,l2.M(1)p1’l1. A = U

Recherche de pivots maximaux P ;’ﬂ@fh'PﬂﬁS-UPMC - p. 39/51
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UPMC Matrice de permutation -

Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier a gauche par une
matrice de la forme :

I€ colonne | | J¢ colonne
(1 )
!
0 1
1
Pz'j = i 1
1 0
1

\ 1)

Alors, I'élimination de GAUSS avec permutation revient a obtenir :

@)P’n_]—aln—l -M(n_Q)Pn_2’ln_2 ce M(Q)PQ,M.M(EA — U

La matrice M obtenue n’est plus triangulaire inférieure

Recherche de pivots maximaux P ;lytech'Paris-UPMC - p. 39/51
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UPMC Matrice de permutation -

Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier a gauche par une
matrice de la forme :

I€ colonne | | J¢ colonne
(1 )
!
0 1
1
Pz'j = i 1
1 0
1

\ 1)

Alors, I'élimination de GAUSS avec permutation revient a obtenir :
]\4(7%—1)pn_1’ln_1.]\4(?”L—2)pn_2’ln_2 .. .M(2)p2,l2.M(1)p1’l1. A = U

La matrice M obtenue n’est plus triangulaire inférieure

Recherche de pivots maximaux P ;lytech'Paris-UPMC - p. 39/51
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UF'ﬂ'IEo;Friétés des matrices de permutation

Ihll FARIS

Par contre, Il est possible de commuter les matrices de permutation
et les matrices M (F).

Sik<i<iy:
Pz'j X M(k) = M(k) X Pz'j

ot M%) est la matrice M (*) dont les coefficients i et j ont été
échangeés.

Propriétés des matrices de

permutation
Décomposition PLU
Algorithme
Exemple
Exemple(suite)

Conditionnement

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Faris-UPMC - p. 40/51
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U~ MRIopriétées des matrices de permutation

Ihll FARIS

Par contre, Il est possible de commuter les matrices de permutation

et les matrices M (%),
Sik<i<iy:

Pz'j X M(k) = M(k) X Pz'j

ot M%) est la matrice M (*) dont les coefficients i et j ont été
échangeés.

M) est de la méme forme que M%) donc elle est triangulaire
inférieure et elle est inversée de la méme facon

Propriétés des matrices de
permutation
Décomposition PLU

Algorithme
Exemple
Exemple(suite)

Conditionnement
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U~ MRIopriétées des matrices de permutation

Ihll FARIS

Par contre, Il est possible de commuter les matrices de permutation
et les matrices M (F).
Sik<i<iy:

Pz'j X M(k) = M(k) X Pz'j

ot M%) est la matrice M *) dont les coefficients i et j ont été
échangeés.

M) est de la méme forme que M (%) donc elle est triangulaire
inférieure et elle est inversée de la méme facon

. Propriétés des matrices de

FI nalement, permutation
Décomposition PLU

A . A N Algorithme
M= oMM P Py, Py, - A = U seme
Exemple(suite)
Conditionnement
nfufinl § |

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 40/51
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U~ MRIopriétées des matrices de permutation

Ihll FARIS

Par contre, Il est possible de commuter les matrices de permutation
et les matrices M (F).
Sik<i<iy:

Pz'j X M(k) = M(k) X Pz'j

ot M%) est la matrice M *) dont les coefficients i et j ont été
échangeés.

M) est de la méme forme que M (%) donc elle est triangulaire
inférieure et elle est inversée de la méme facon

. Propriétés des matrices de

FI nalement, perr:utation
Décomposition PLU

A n—1 A 2 N 1 . Algorithme
(n=1) ... A2 pr) Po 11, , Py, Py, A = U | ceme
Exemple(suite)
Conditionnement
A = U
oooom

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 40/51
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U~ MRIopriétées des matrices de permutation

Ihll FARIS

Par contre, Il est possible de commuter les matrices de permutation
et les matrices M (F).
Sik<i<iy:

Pz'j X M(k) = M(k) X Pz'j

ot M%) est la matrice M *) dont les coefficients i et j ont été
échangeés.

M) est de la méme forme que M (%) donc elle est triangulaire
inférieure et elle est inversée de la méme facon

. ropriétés des matrices de

FI n ale m e nt, Eer::]ut;tion t
Décomposition PLU

A . A N Algorithme
M= oMM P Py, Py, - A = U seme
Exemple(suite)
Conditionnement
M . P : A = U
P-A = L-U
oooono

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 40/51
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U~”MC Décomposition PLU

Ihll FARIS

@ on applique I'algorithme avec recherche de pivot partiel, en
calculant U et L

@ A chaqgue fois qu'on permute une ligne de U, on permute aussi
les lignes de L en dessous de la diagonale.

@ On conserve la permutation P (I'ordre des lignes) car

PxA = LxU

Décomposition PLU

Pour résoudre Ax = b, il suffit de resoudre LUx = Pb e

Exemple(suite)

Aon ne peut pas utiliser l'algorithme avec re- Conditionnemernt
cherche du pivot total

Recherche de pivots maximaux P :’ﬂECh'FEﬁS'UPMC - p. 41/51
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Donneées : A = (Ali, j]), n

début

U«— A; :

pour kK =1...n faire

I/l Recherche partiel du pivot
p—Ulk,k];l —k

pour ¢ = k...n faire

si |Uli, k]| > p alors

| p—Uli,k|; 1 i

si [ # k alors

//Permutation de lignes
pour 7 = 1...n faire
Ull, j] < temp

Algorithme

pour ¢t = k+ 1...n faire

g — Ui, k]; Ui, k] «— 0

pour j =k +1...n faire

fin
retourner U

UPMC

IRl PARIS

- p. 42/51

P lytech'Paris-UPMC

Recherche de pivots maximaux
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Donneées : A = (Ali, j]), n

début

U—A,L—1T,;

pour kK =1...n faire

I/l Recherche partiel du pivot
p—Ulk,k];l —k

pour ¢ = k...n faire

si |Uli, k]| > p alors

| p—Uli,k|; 1 i

si [ # k alors

//Permutation de lignes
pour 7 = 1...n faire
Ull, j] < temp

Algorithme

pour ¢t = k+ 1...n faire
q<— Uli,k|; Uli,k] — 0
Lli, k] — 1
p
pour j =k +1...n faire

fin
retourner LetU

UPMC

IRl PARIS

- p. 42/51

P lytech'Paris-UPMC

Recherche de pivots maximaux


http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

&)
&
I
=
| -
o
ko)
<

UPMC

IRl PARIS

Donneées : A = (Ali, j]), n

début

U—A,L—1T,;

pour kK =1...n faire

I/l Recherche partiel du pivot
p—Ulk,k];l —k

pour ¢ = k...n faire

si |Uli, k]| > p alors

| p—Uli,k|; 1 i

si [ # k alors

//Permutation de lignes

pour 7 = 1...n faire

Ull, j] < temp

si j < k alors
//Uniquement sous la diagonale
L[l j] < temp

pour ¢t = k+ 1...n faire
q— Uli,k]; Uli,k] — 0
Lli, k] — 1
p
pour j =k +1...n faire

fin
retourner LetU

- p. 42/51

P lytech'Paris-UPMC
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Donneées : A = (Ali, j]), n

début

U—A;L—1T1:P«+1

pour kK =1...n faire

I/l Recherche partiel du pivot
p—Ulk,k];l —k

pour ¢ = k...n faire

si |Uli, k]| > p alors

| p—Uli,k|; 1 i

si [ # k alors

//Permutation de lignes

pour 7 = 1...n faire

Ull, j] < temp

si j < k alors

L //Uniquement sous la diagonale

&)
&
I
=
| -
o
ko)
<

temp «— Lk, j]; L[k, j] < L[l, |
L|l,j] — temp
temp «— Plk,j|; Plk,j| — P, j]
| Pl j] < temp

pour ¢t = k+ 1...n faire
q— Uli,k]; Uli,k] — 0
Lli, k] «— 1
p
pour j =k + 1...n faire

fin
retourner P, L etU

UPMC

IRl PARIS

- p. 42/51
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UPMC Exemple

Ihll FARIS

1 1 21

Calcul de la decomposition PLU de _11 _01 % 8
0 2 04

K| P L U

Algorithme

Exemple(suite)

Conditionnement

Recherche de pivots maximaux P ilytech'Paris-UPMC - p. 43/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

1 1 21

Calcul de la decomposition PLU de _11 _01 % 8

0O 2 04

k | P L U
1000 1000 T 1 91
ol [9100 0100 ~1-110
0010 0010 1 0 20
0001 0001 0 2 04

Décomposition PLU
Algorithme

Exemple(suite)

Conditionnement

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 43/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

1 121

Calcul de la decomposition PLU de (11 _01 % 8

0 2 04

k | P L U
TO00 TO00 T 21
o (910U 0100 ~1-110
0010 0010 1 0 20
0001 0001 0 2 04
1000 1 000 112 1
1| [ V100 1100 00 31
0010 1 010 0-10—1
0001 0 001 020 4

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Faris-UPMC

- permutation

Décomposition PLU
Algorithme

Exemple(suite)

Conditionnement

- p. 43/51
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UPMC

Ihll FARIS

Exemple

11 21

Calcul de la décomposition PLU de (11 _01 % 8

0 2 04

k| P L U
1000 1000 T 1 21
o (910U 0100 ~1-110
0010 0010 1 0 20
0001 0001 0 2 04
1000 1 000 11 2 1
1| [ V100 1100 00 31
0010 1 010 0-10 —1
0001 0 001 0 2 0 4

2

Recherche de pivots maximaux

P lytech'Paris-UPMC

- permutation

Décomposition PLU
Algorithme

Exemple(suite)

Conditionnement

- p. 43/51
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= le Exemple
Imml FARIS ‘
1 1 21
, iy ~1-110
Calcul de la déecomposition PLU de ( 1 0 20
0 2 04
kK| P L U
TOO00 TOO00 1121
ol [0100 0100 -1 -110
0010 0010 1020
0001 0001 0 204
1000 1 000 11 21
L [oto0 ~1100 0031
0010 1 010 0-10 -1
0001 0 001 0204
112 1
, 020 4
0-10 -1
0031

Recherche de pivots maximaux

P lytech'Paris-UPMC

~ permutation
Décomposition PLU
Algorithme

Eempe

Exemple(suite)

Conditionnement

- p. 43/51
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= le Exemple
1 1 21
, . ~1-110
Calcul de la décomposition PLU de ( 1 0 20
0 2 04
kK| P L U
TO00 TO00 I 1T 21
ol [0100 0100 —1-110
0010 0010 10 20
0001 0001 0 204
1000 1 000 1121
L [oto0 ~1100 0°0 3 1
0010 1 010 0-10 -1
0001 0 001 0204
1000 1121
| (0001 020 4
0010 0-10 -1
0100 0031

Recherche de pivots maximaux

P lytech'Paris-UPMC

Propriétés des matrices de

- permutation

Décomposition PLU
Algorithme

Eempe

Exemple(suite)

Conditionnement

- p. 43/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

1 1 21
Calcul de la décomposition PLU de (11 _01%8
0 2 04
k | P L U
1000 1000 1 1 21
0 0100 0100 —1-110
0010 0010 1 0 20
0001 0001 0 2 04
1000 1 000 1 1 2 1
1 0100 —1100 00 3 1
0010 1 010 0—-10 -1
O 0 O 1 0 0 O 1 O 2 O 4 Propriété.s des matrices de
: IU:ionPLU
1000 1 000 1121 g
2 0001 0 100 0 2 0 4
0010 1 010 0—-10 -1
O 1 O 0 —1] 0 O 1 O O 3 1 Conditionnement

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 43/51
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Exemple

UPMC

Ihll FARIS

~ N — N ~—
— o 111__4 141__1
N — QN O “ >
— ANNOO NOoOoOom <
B TN maTe O99W
L~ s | | —NO O
— _ —OO0O HOOO HOOO
N~ N~ S~ S
—OO<t D
Al— AN O
14|_*02
-~
—
N - =~ O OO+ oo+ oo —=HO
OO — OO0 —HO OO—HD —
Q O o
S CO—O o000 O—HOO |
D) o — OO — — i
— oo T | T T T =
Al L( ~ ~— " ~—___
-
O
=
v)
o
(@R
5
~ N — N — N
(@)
Neb) o OO — e NapNapR oOoO— OO OoO— OO
O OO OO0O—HO OO0 OOo—HO
nla o — O O OoO—O O el epNapR | esNapNapR
% — OO0 —HOOO —HOOO —HOoOOO
I N~ N~ S~ S
w al
I% i o — N oV
@)

Matrice de permutation
Propriétés des matrices de

Décomposition PLU

Algorithme

~ permutation

Exemple(suite)
Conditionnement

@
o
I=
<
X
LL

OoOoOoOoooono
- p. 43/51
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UF'ITIC

Ihll FARIS

Exemple(suite)

k | P
(1000\ (1 000\ (1121\
5 0001 1 00 0204
0010 1—110 0001
\0100) \ —1 001) \0031/

Recherche de pivots maximaux

P lytech'Paris-UPMC
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U”PMC Exemple(suite)

Ihll FARIS

(1()00\ (1_ 0 00\ (1]_21\

0001 1 00 0204
0010 1—110 0001
\0100) \—10 01) \0031/
(1()00\ (1_ 0 00) (1]_21\
0001 1 00 0204
0100 10 10 0031
\ 0010/ \ 1 101 \0001)

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Faris-UPMC - p. 44/51



http://www.upmc.fr
http://www.polytech.upmc.fr

U”,MC Exemple(suite)

Ihll FARIS

(1()00\ (1_ 0 00\ (1]_21\

0001 1 00 0204
0010 1—110 0001
\0100)/ \—10 01) \0031)

(1()00\ (1_ 0 00\ (1]_21\

S| |0001 1 00 0204
0100 10 10 0031
\0010) \ 1 101 \ 0001

Donc

(1()00\ (1_ 1 21\ (:L 0 00\ (11:21\ .
0001 —1-110 0 1 00 0204 S —

0100 0 20 -1 0 10 0031

\0010)/ \() 204/ \1 -201) \ooot1/

Recherche de pivots maximaux P :lytech'Paris-UPMC - p. 44/51
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UPMC

Ihll FARIS

Conditionnement

Conditionnement P ilytedI'Pans-UPMC - p. 45/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

Considérons le systeme linéaire suivant (R. S. WILSON)

B AT R
\iglgo 190)\2) \i)

(1

\ 1)

Il @ pour solution le vecteur x =

Conditionnement P :lytech'Faris-UPMC - p. 46/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

Considérons le systeme linéaire suivant (R. S. WILSON)

B AT R
\iglgo 190)\2) \i)

n
. (521

. o 22.9
Mais en changeant un peu le vecteur d’arrivéee, b = 33 1
[ 20 \ 30,9 )

~12,6

4,5
\ 11

Il @ pour solution le vecteur x =

on trouve z =

Conditionnement P :lytech'Faris-UPMC - p. 46/51
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U, MC Exemple

Ihll FARIS

Considérons le systeme linéaire suivant (R. S. WILSON)
( 10 8 T\ ( 1) ( 32 )
6 5 T2 23
10 9 T3 33
9 10 ) \ x4 \ 31
(1)
1

1
. (i)

. , 22.9
Mais en changeant un peu le vecteur d’arrivée, b =

(9.2 ey

~12,6

4,5
\ 1,1 /
Une erreur relative de ﬁ sur les données entraine une erreur de

0 sur le résultat : 2000 fois plus! i
Conditionnement P \lytech'Paris—UPMC - p. 46/51
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5
6
5

Il @ pour solution le vecteur x =

on trouve z =
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UuPmcC Conditionnement

Ihll FARIS

Rappel : Si r est la solution d’un probleme de donnée a et r + Ar
celle du méme probleme avec les données a + Aa, on appelle
conditionnement du probleme la valeur

A
C. = sup | Ar|]
laa<a ||Aal

En utilisant cette définition, on peut analyser la sensibilité du
probleme Ax = b au données :
@ sibestremplacé par b+ Ab

@ si A estremplacée par A+ AA Concusion

Conditionnement

Conditionnement P :lytech'Paris-UPMC - p. 47/51
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U~Pm~C Norme matricielle

Ihll FARIS

Définition  (Normes induites (ou subordonnées))  Soit ||.||, une
norme vectorielle définie sur C” la fonction qui VA € M,,(C)

associe sl
Ax v
HAH :. maXxe(cn,x;éo_ “w”v | |
est une norme matricielle dite norme matricielle induite ou
subordonnée

Norme matricielle

Conditionnement P ’:lytech'Faris-UPMC - p. 48/51
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U~Pm~C Norme matricielle

Ihll FARIS

Définition  (Normes induites (ou subordonnées))  Soit ||.||, une
norme vectorielle définie sur C™ la fonction qui VA € M,,(C)
associe

_ | Az]|
HAH —- maXxECn,x;éO. “w”v | |
est une norme matricielle dite norme matricielle induite ou
subordonnée

Par exemple, la norme matricielle induite par la norme 2 sur une
matrice symétrique est

Norme matricielle

n
HZE H 2 — Z :1322 z:)c:lrlii?o:u conditionnement
\'=
est [[All = max ||
AEspec(A)

C’est a dire la plus grande valeur propre de A.

Par définition, lorsque la norme ||.||, = est induite par la norme
vectorielle ||.||,, alors

1Azl < [lAll,, [l]l,

Conditionnement P Jytech'Paris—UPMC - p. 48/51
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U~Pm~C Norme matricielle

Ihll FARIS

Définition  (Normes induites (ou subordonnées))  Soit ||.||, une
norme vectorielle définie sur C™ la fonction qui VA € M,,(C)
associe

_ | Az]|
HAH —- maXxECn,x;éO. “w”v | |
est une norme matricielle dite norme matricielle induite ou
subordonnée

Par exemple, la norme matricielle induite par la norme 2 sur une
matrice symétrique est

Norme matricielle

n
HZE H 2 — Z :1322 z:)c:lrlii?o:u conditionnement
\'=
est [[All = max ||
AEspec(A)

C’est a dire la plus grande valeur propre de A.

Par définition, lorsque la norme ||.||, = est induite par la norme
vectorielle ||.||,, alors

1Azl < [lAll,, [l]l,

Conditionnement P Jytech'Paris—UPMC - p. 48/51
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UPMC Conditionnement de la matrice

Ihll FARIS

On peut utiliser ces normes matricielles pour majorer la sensibilité
de la solution au probleme sur les donnees

Conditionnement P ilytech'Faris-UPMC - p. 49/51
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UPMC Conditionnement de la matrice

Ihll FARIS

On peut utiliser ces normes matricielles pour majorer la sensibilité
de la solution au probleme sur les donnees
Si A est une matrice inversible et si u est solution de Ax = b,

Conditionnement P :lytech'Faris-UPMC - p. 49/51
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UPMC Conditionnement de la matrice

Ihll FARIS

On peut utiliser ces normes matricielles pour majorer la sensibilité
de la solution au probleme sur les donnees

Si A est une matrice inversible et si u est solution de Ax = b,

@ u + Au est solution de Ax = b+ Ab avec

Au = A"YAD)
Donc& < |14 HA‘lH%

U =

Conditionnement P :lytech'Faris-UPMC - p. 49/51
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UPMC Conditionnement de la matrice

Ihll FARIS

On peut utiliser ces normes matricielles pour majorer la sensibilité
de la solution au probleme sur les donnees

Si A est une matrice inversible et si u est solution de Ax = b,

@ u + Au est solution de Axr = b+ Ab avec

Au = A~Y(Ab)
pone 2 < |a—1 22

U =

@ u + Au est solution de (A + AA)x = b avec

Conclusion

Au = AN AA(u+ Au))
Au AA

1y H1AA]
vt an = MAHATI S

Donc

Conditionnement P :lytech'Paris-UPMC - p. 49/51
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UPMC Conditionnement de la matrice

Ihll FARIS

On peut utiliser ces normes matricielles pour majorer la sensibilité
de la solution au probleme sur les donnees

Si A est une matrice inversible et si u est solution de Ax = b,

@ u + Au est solution de Axr = b+ Ab avec

Au = A"YAD)
Donc& < |14 HA‘lH%

U =

@ u + Au est solution de (A + AA)x = b avec

Conclusion

Au = AN AA(u+ Au))
Au AA
u+ Au Al

Donc 4] |4 124

Définition (Conditionnement) On appelle conditionnement de la
matrice A la valeur

cond(4) = |A| |47

Conditionnement P ;lytech'Paris-UPMC - p. 49/51
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UPMC Proprieté du conditionnement

Ihll FARIS

@ Le conditionnement d’'une matrice est toujours > a 1

Conditionnement P “:lytech'Paris-UPMC - p. 50/51
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UPMC Proprieté du conditionnement

Ihll FARIS

@ Le conditionnement d’'une matrice est toujours > a 1
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@ Le conditionnement d’'une matrice est toujours > a 1

@ Lerreur relative sur la solution est inférieure a I'erreur relative sur
les données multipliée par cond(A).

@ Cette borne est optimale

@ La valeur dépend de la norme vectorielle utilisée, dans le cas de
la norme 2 pour les matrices symétrigues,

A
cond(A)s M
A1l
ou A, (resp. A;) est la plus grande (resp. la plus petite) valeur U

propre
Dans le cas de la matrice donnée en exemple, cond(A) ~ 2984.
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@ Le conditionnement d’'une matrice est toujours > a 1

@ Lerreur relative sur la solution est inférieure a I'erreur relative sur
les données multipliée par cond(A).

@ Cette borne est optimale

@ La valeur dépend de la norme vectorielle utilisée, dans le cas de
la norme 2 pour les matrices symétrigues,

A
cond(A)s An
A1
. -
ou \,, (resp. \1) est la plus grande (resp. la plus petite) valeur r—

propre
Dans le cas de la matrice donnée en exemple, cond(A) ~ 2984.

@ |l existe des méthodes pour améliorer le conditionnement.
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UPMC Conclusion

Ihll FARIS

Les algorithmes vus en cours sont des algorithmes généraux mais

lIs sont
@ colteux

@ instables
@ |l existe d’autres decompositions
@ Décomposition LL’ pour les matrices symétriques définies
positives (Choleski),
@ Décomposition LDL' pour les matrices symétriques

@ Il'y a des algorithmes plus efficaces pour les matrices spéciales
e tridiagonales,
@ creuses.

Conclusion

Vous pouvez tester le package « linalg » de MAPLE, SCILAB,
MATLAB et la librairie LAPACK.
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