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Les pseudozéros :
définition, calcul et intérét
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Pseudozéros : définition

Perturbation :
Voisinage du polyndme p

Ne(p) ={p € Culz] : lp — pll < €}

Définition de I'ensemble des s-pseudozéros :

Ze(p) ={2 € C:p(z) =0 pour p € N:(p)}.

On supposera la norme || - || autoconjugée : ||z|| = ||Z||.
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Les pseudozéros

» Mosier (1986) : étude avec la norme || - || .

» Trefethen et Toh (1994) : étude avec la norme | - ||o.
pseudozéros ~ pseudospectres de la matrice compagnon.

» Chatelin et Frayssé (1996) : Synthese des articles précédents dans
Lectures on Finite Precision Computations (SIAM)

» Stetter (1999) : algebre numérique polynomiale. Généralise les
travaux précédents.

» Zhang (2001) : Etude en norme || - ||2 de I'influence de la base
(conditionnement de I'évaluation).
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Les pseudozéros sont facilement calculables

Théoreme :
L'ensemble des e-pseudozéros vérifie

20) = {z € Clg(a)] = < e}

[Eq[P
ouz=(1,2z,...,2") et || - ||« est la norme duale de || - ||.

La démonstration nécessite de connaitre « le » polyndme le plus
proche de p ayant une racine donnée.
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Le polynome le plus proche
ayant une racine donnée p,

Soient p dans C,[z] et u € C.

Enoncé du probleme :

Trouver un polynéme p,, € C,,|z| vérifiant p,(u) = 0 et tel que
s'il existe un polynéme ¢q € C,|z] avec q(u) = 0 alors on ait

P — pull < lp —4l|.
On cherche :

e une expression explicite de p, ;

e un résultat d'unicité.
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Calcul de p,

Notons u := (1,u,u?,...,u") € C** 1,
Il existe d € C™ 11 vérifiant d*u = ||ul|, et ||d|| = 1.
Définissons les polynbmes r et p, par

n

r(z) = Zrkzk avec 1 = dy,
k=0

pu(Z) — p(Z) _T(U)
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Unicité de p,

Une condition suffisante d'unicité :

Théoreme. Sila norme || - || est strictement convexe, alors p, est
unique.
C'est le cas, par exemple, pour les normes || - ||, pour 1 < p < oc.
On n'a pas unicité pour || - ||1 et || - || co-
een | |1:plz) =142 u=1 alors

pgl)(z) =0 et p§2)(z) = 1(1 — z) conviennent.
een | |e:p(z)=1+2 u=0 alors

p(gl)(z) = 2z et péz)(z) = 1z conviennent.
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Cas polynome réel, racine réelle

Soient p dans R,[x| et u € R : identique au cas complexe.
w:=(1,u,u? ..., u") € R",

Il existe d € R”+1 verlflant d*u = ||ul|« et ||d]| = 1.
Définissons les polynomes r € R|z] et p, € R[x| par

n

r(z) = Zrkmk avec 71, = dy,
k=0

pu(z) = p(z)—
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Probleme ouvert

Soient p dans R, [x| et u € C\R.

Enoncé du probleme :

Trouver un polynéme p, € R, |z] annulant u et tel que s'il
existe un polynome ¢ € R, |z] avec q(u) = 0 alors on ait

1P —pull < lp—4qll-

e Pas encore de formule explicite comme dans le cas complexe.

e Solution par des méthodes d'optimisation.
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Algorithme de calcul

Algorithme de tracé de =-pseudozéros :

1. On maille un carré contenant toutes les racines de p (commande

MATLAB : meshgrid).

2. On calcule g(2) := ||Z’9(”1| pour tous les points z de la grille.

3. On affiche la ligne de niveau |g(z)| = € (commande MATLAB :
contour).
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Algorithme de calcul

Algorithme de tracé de =-pseudozéros :

1. On maille un carré contenant toutes les racines de p (commande
MATLAB : meshgrid).

2. On calcule g(2) := ||Z’9(”1| pour tous les points z de la grille.

3. On affiche la ligne de niveau |g(z)| = € (commande MATLAB :
contour).

Problemes :

e Trouver un carré contenant toutes les racines de p et tous les
pseudozéros.

e Trouver un pas de grille qui sépare toutes les racines.
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Choix de la grille

Soit p un polyndme unitaire de degré n et {z;} I'ensemble de ses n

racines. Notons r = max |z;| . On a
1=1;...;n

r < max{1,> [pxl}
k=1

Notons R := max{1,> ., |pi| + ne}. On montre que (en norme

- 1lp)

Z.(p) € B(0, R) boule fermée de centre O et de rayon R.
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Complexité du tracé

Notons L la longueur du carré et h le pas de discrétisation.

L'évaluation de g(u) nécessite
e |'évaluation d'un polynéme, ce qui se fait en O(n),
e le calcul de la norme d'un vecteur, dont la complexité dépend de

la norme.
Notons O(|| - ||«) cette complexité. La complexité de I'algorithme

précédent est donc en

O((L/h)*(n+ 1| - 1)) |

L et h dépendent de n mais aussi des coefficients du polynome.
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Simulation numérique
Ensemble des pseudozéros du polyndme « de Wilkinson »

Wy = (z=1)(z—2)--- (2 —20),
= 22021029 + ... 4+ 20!,

9

en ne perturbant que le coefficient de z!'° avec une perturbation

inférieure 3 € = 2723,

On utilise une norme || - ||oc pondérée :
_pi] , "
|P||co = max avec m; réels positifs
1 m’l,

et la convention m/0 = oo sim > 0 et 0/0 = 0.
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Intéréts des pseudozéros
Intéréts

e une étude qualitative du polynome
e comprendre les résultats des algorithmes
e utiliser des polyndmes avec une incertitude sur leurs coefficients

(mesure physique / précision finie)
Inconvénients

e |le colit
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Deux théoremes relatifs aux pseudozéros

Théoreme. [Mosier] Si on suppose que |'ensemble des pseu-
dozéros est borné et si ¢ € N.(p) alors q et p ont le méme nombre
de racines (en comptant les multiplicités) dans chaque composante

connexe de Z.(p). De plus, il y a au moins une racine du polynéme
p dans chaque composante connexe de Z.(p).

Théoreme. [Mosier] Un voisinage d’une racine de p contient deux

racines de p si et seulement si il contient un uw € C comme racine
double de p,, .
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Pseudozéros de polynomes réels
Si p € R,[x|, on définit

Ne(p) :={q € Ry[x] : |lp — q|| <&}

Deux cas :
e on cherche les pseudozéros réels : identique au cas complexe;

e on cherche tous les pseudozéros complexes non réels.
On définit alors I'ensemble des pseudozéros par

Ze(p) :=={z € C:p(z) =0 pour p € Nc(p)}.
Z.(p) est symétrique par rapport a |'axe des réels.
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Deux théoremes relatifs au pseudozéros de
polyndmes réels

Théoreme. [Stetter] Soit Z,, une composante connexe de Z.(p)
de multiplicité 1. Alors ou bien Z,, C R ou bien Z, "R = @.

Théoréeme. [Stetter] Une composante connexe Z, de Z.(p)
vérifiant & # Z, "R # Z,, est de multiplicité au moins 2.
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Application des pseudozéros
a la primalité
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Définition d’'un PGCD approché

Définition classique :
Soient p et q des polyndmes de degrés respectifs n et m et soit ¢
un nombre positif. On appelle :
e c-diviseur (ou diviseur approché) : tout diviseur des polynémes
perturbés p et ¢ vérifiant
degp < n,degq < m et max(|lp —pll, [l¢ —ql]) <e.
e =-PGCD (PGCD approché) : un e-diviseur de degré maximum.
Remarques :
e Tolérance sur les coefficients (nombres flottants / mesures).
e Unicité du degré mais non du e-PGCD.
e Dépendance par rapport au corps de base.
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Définition de la s-primalité

Définition :
Deux polynomes p et g sont e-premiers entre eux
si leur e-PGCD est 1.

Calcul :

e Optimisation : algorithme de Karmarkar et Lakshman (1995).

e Borne de Sylvester : algorithme COPRIME [Beckermann et Labahn
1998].

e Graphique : les pseudozéros.
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Algorithme de Karmarkar et Lakshman

Il s'agit d'un algorithme d’'optimisation (moindre carré).

e Entrée : p et ¢ deux polynOmes unitaires de méme degré n.
e Sortie : p, ¢ deux polyndmes unitaires de degré n et « tels que «
soit racine commune de p et g avec ||p—pl|5 + ||¢ — ¢]|3 minimum.

e Complexité : polynomiale en n.
[Karmarkar & Lakshman - 98]
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Etape de l'algorithme
1. Le minimum de ||p — pl|3 + ||¢ — ql|5 comme fonction de « sous
les contraintes p(a) = q(a) = 0 est

, a=a+1be C.
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Etape de l'algorithme
1. Le minimum de ||p — pl|3 + ||¢ — ql|5 comme fonction de « sous
les contraintes p(a) = q(a) = 0 est

2. Soit « tel que %[—QM(Q) =0, S5 (a) = 0 et Nps(a) minimum.
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Etape de l'algorithme
1. Le minimum de ||p — pl|3 + ||¢ — ql|5 comme fonction de « sous
les contraintes p(a) = q(a) = 0 est

2. Soit « tel que %[—QM(Q) =0, S5 (a) = 0 et Nps(a) minimum.

3. On a
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Algorithme COPRIME

Ipll = 22 1pil, [1(p, @)l = max{lpll, lgl[} = maxi)_ |pil, 2 |ail ).

Algorithme de Beckermann et Labahn (1998).
e Entrée : p et q deux polynomes.
e Sortie : borne inférieure de €(p, ¢) défini par

e(p,q) = inf{||(p—0,9¢—q)|| : (p,q) ont une racine commune et

degp < n,deg g < m}.
e Complexité : en O((n + m)?).
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po 0O
P1  Po

S(p,q) = | pn

0

Critere de Sylvester

S(p, q) est réguliere.
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Matrice de Sylvester

0 ¢ 0 --- 0
41 4o : =
0 .. .. 0
Do Gm . qo c C(ntm)x(n+m)
pit 0 gm q1
0 pn O ... 0 @gm |

. p et g sont premier entre eux <= la matrice
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Présentation de la méthode

1
p,q)" Y

e(p,q) > S

e Estimation de ||S(p, ¢)~!|| basée sur une SVD trop coliteux.
e On cherche une borne supérieure de ||.S(p, q)!|.
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Les pseudozéros

Entrée : p et ¢ deux polynOmes.

Sortie : un graphique.

Inconvénient : outil qualitatif.

Exemple en || - ||5 :
p=(z—1)(2—2)=2°—-32+2
q=(z—1.08)(z —1.82) = 22 — 2.9z + 1.9656
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Perturbations structurées
Théoréeme. [Gastinel-Kahan] Soit A € C™*" non singuliere.

O
na 1

A=)

min {||AA| | A+ AA singuliére} =
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Perturbations structurées
Théoréeme. [Gastinel-Kahan] Soit A € C™*" non singuliere.

O
na 1

min {||AA| | A+ AA singuliére} = AT

Travaux de S. Rump sur les perturbations structurées.
Soit A € C™*"™ une matrice Toeplitz non singuliere. On a

1

min {||AA| | AA Toeplitz , A + AA singuliere} = 7=k
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Perturbations structurées

Théoréeme. [Gastinel-Kahan] Soit A € C™*" non singuliere.

O
na 1

min {||AA| | A+ AA singuliére} = AT

Travaux de S. Rump sur les perturbations structurées.
Soit A € C™*"™ une matrice Toeplitz non singuliere. On a

1
min {||AA| | AA Toeplitz , A + AA singuliere} =

—> Matrice de Sylvester : Toeplitz par bloc
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Conclusion et perspectives

Les pseudozéros permettent :

1. une meilleure compréhension de l'effet de la perturbation des
coefficients;

2. un test de la e-primalité de deux polynomes.
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Conclusion et perspectives

Les pseudozéros permettent :
1. une meilleure compréhension de l'effet de la perturbation des

coefficients:

2. un test de la e-primalité de deux polynomes.

Perspectives :
e Un package convivial de tracé de pseudozéros;

e Une formule explicite dans le cas réel-complexe du polynéme le

plus proche avec une racine donnée;
e Etude des perturbations structurées de la matrice de Sylvester.
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